T.Q.MOLIKOV

MUSAHIDO NOTICOLORININ RiYAZI
ARASDIRILMASI

BAKI - ELM - 2006



Elmi redaktor: ADNA-nin «kKT vo programlagdirma
kafedrasmmin dosenti, t.e.n., G.S.Hasonov

Rayci: AMEA-nin miixbir iizvii., g.m.e.d. Xeyirov M.B.
AMEA-nin miixbir tizvii., g.m.e.d. Korimov K.M.
Kaspian Geofizical MMMM, t.e.n.,dos. Butayev E.N.

ISBN 5-8066-3940-6
T.Q.Mbslikov. Miisahids naticolorinin riyazi arasdirilmasi.
-Baki, «Elmy, 2006. 308 sah.

Texniki universitet tolobalori, magistr vo aspirantlari, homginin elmi-
todqiqat institutlari omokdaslari tiglin nozords tutulmusdur

162010000

——qrifli nosr
655(07)—06

© Elm, 2006
© T.Q.Maolikov 2006



MUNDORICAT

MUBLLIFDON. ......cocoviiieieeeeeeeeeee e 10
REDAKTORDAN . .....oiiiiiieciteteete ettt 12
GIRIS ...t 14
1.1 .Togribi adadlor xotasinin gqiymatlondirilmaosi..................... 16
1.1.1.Toqribi adadlor. Miitloq vo nisbi xatalar............cccueeeneee. 17
L1.2. COmin XOtaSI..ceuuieuierieeiieeieeieesieeiiessreenseessaeeseessneeseens 23
1.1.3. FOrqin XOtaSI....ueeeeuveeeeieeeieeesieeeeiieeesiveeeieeeeveeesveeesenee e 24
1.1.4. HaSilin XOtaST...cccueeeuiieiieriieeieeiieeie ettt siee e e seneenaeens 26
LLS.QIiSMOtIN XOtASI...eeeeeiuriieeieiiieeeeeiieeeeeeieee e e e 28
1.1.6.QUvvotin niSbi XotaSI......ccueeeeveeeeieeeiiieeeeiie e eeee e 29

1.1.7.KOKUN NniSbi XOtaSI....cveeerveeerieeeeieeeiieecie e siee e 29

1.1.S.Xatan1 doqiq nazars almayan hesablamalar....................... 30
L2.0lgmo xotalartnin NOVIOTi.........oveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene 32
1.2.1.Sistematik Xotalar.........ccceeevvenieiiiienieeiieeieeieece e 32
1.2.2. Tosadiifi Xotalar.........cccveevvieeiiieeieeeeeee e 33
1.2.3.Subyektiv Xotalar.........ccceviiiiiiniiiieieeeee e 34
1.2.4.Kobud xotalar..........cccoceeiriieiniieeiie e 35

1.2.5. Xotalarin qiymatlondirmos Gisullart...............ccooeeiienins 36
2. FUNKSIYALARIN QIYMSTLORININ

HESABLAMA USULLARL......c.oootiiiiinrineieieeenneneeeeneneene. 40
2.1.Coxhadlilarin qiymatlorinin hesablanmasi.

Horner GSUIU......ooviiiiiiiee e 40
2.2. Umumilosmis HOrner SXemi...........cceveveeeueeoeeeeeeeenennnn. 45



2.3.Analitik funksiyalarin qiymatlorinin hesablanmasi............. 48

2.4.Loqgarifmik funksiyarin qiymatlorinin hesablanmasi........... 50
2.5.Trigonometrik funksiyalarin qiymatlorinin
hesablanmast..........coveviriiiiiinieieee e 53
2.6.Hiperbolik funksiyalarin qiymaotlorinin hesablanmasi......... 57
2.2. Cobri va geyri cobri (Transendent) tonliklorin

toqribi holli.......ooooi 59
2.2.1. Tonliklorin kdklorinin ayrilist...........ooovviniiean.... 59
2.2.2. Toenliklorin qrafiki holli..................ooin, 62
2.2.3. Yartyabolmotisulu...........oooviiiiiiiiiiiiii 63
2.2.4. Miitonasib hissolor tisulu (votorlor tisulu)................. 65
2.2.5. Nyiiton {isulu (toxunanlar tisulu)............................ 69
2.2.6. ltepesiya iisulu (ardicil yaxinlasma iisulu)................ 72
2.2.7. Xotti tonliklor sisteminin iterasiya iisulu.

Zeydel tisulu 1o holli.......ccoveviiieciiieeeeeeeee e, 76
2.2.8. Xaotti tonliklor sisteminin tors matrisa

vasitosilo holli ... ... 76
2.2.9. Iterasiya GisulU............ccovviiueiiiiiieeie e 79
2.2.10. Zeydel Gsulu........cooiiiiiii e, 83
3.FUNKSIYANIN YAXINLASMASI

MOSOLOSI. ... 86
3.1.  Funksiyanin interpolyasiyast ...........c..coceeevinnennn. 87
3.2.  Trigonometritk polinomlar vasitasilo

periodik funksiyalarin interpolyasiyast..............c.ocoeeeenen. 92



3.3.  Funksiyanin ndqtovi kvadratik aproksimasimasiyasi...98
3.4. Pargada funksiyanin inteqral kvadratik

APTOKSTMASTYAST. . .uvett et etett ettt et eaeaean 102
3.5. Pargada ortoqonal funksiyalar sistemi................... 104
3.6. Harmonik analiz haqqinda anlayis........................ 105
4. EMPIRIK DUSTURLAR.............ccoieiiieenn, 113
4.1, Xotti @SllIq...eeceeeiieieeiiee e 116
4.2.  EynilogsdirmoGsulu.............oooiiiiiiiiiii, 117
4.3.  Kvadratik (parabolik) asililiq....................ooeni 121
4.4.  Empirik diisturlarin parametrlorinin toyini.............. 123
4.5.  Segmonoqgtalortisulu .........ooeiiiiiiiiiii 124
4.6. Ortaqgiymattsulu.........cooooviiiiiiiiiiiien, 126
4.7.  Onkigik kvadratlar tisulu........................... 129
4.8.  Iki parametrdon asili olan empirik

diisturlarin se¢ilmosi {igiin bazi miilahizalor..................... 133
49.  Ug parametrli empirik diisturlar........................... 140
5. FUNKSIYANIN TOQRIBI DIFFERENSIALLANMASI

VO INTEQRALLANMASI ..o, 147
5.1.  Funksiyanin toqribi differensillanmasi................... 147
5.1.1. Nylitonun interpolyasiya diisturuna asaslanan

toqribi differensillama. ... 149
5.1.2. Stirlinq diisturu asasinda toqribi differensillama
dUsturlart. ... ..o 151
5.1.3. Funksiyanin barabar toraflordoki qiymatlorindo,

odadi differensiallama diisturlart......................o 154
5.2.  Funksiyanin toqribi inteqrallanmasi..................... 159



5.2.1. Diizbucaqlilar dlisturu..............ccooeviiiiiiiiiiinninn. 163

5.2.2. Trapeslor diisturu...........ccoovviiiiiiiiiiii i, 165
5.2.3. Parabolalar tisulu (Simpson diisturu) ..................... 166
5.2.4. Cebisevin kvadratur diisturu hagqinda anlayis....... 170
6. ADI DIFFERENSIAL TONLIKLORIN
TOQRIBIHOLLI..........coooiii 175
6.1.  Kosimoasalolori.......cooviiiiiiiiiiiiiii i, 177
6.1.1 Siralar vasitasilo differensial tonliklorin
inteqrallanmasi..............ooiiiiiiii i 177
6.1.2. Ardicil yaxinlasma tisulu..................ooooi 181
6.1.3. ©dadi inteqrallama Gisulu..................cooceiiinl. 184
6.1.4. Eyler tisulu ilo birtortibli differensial tonliklorin

toqribi holli...... ..o 188
6.1.5. Runge-Kuttlisulu..............cooooiiiiiiiiiii, 191
6.1.6 Teylor diisturuna osaslanaraq forglor iisulu ilo
differensial tonliklorin toqribi hesablanmasi .................... 194
6.1.7. MilnUsulu.........ooooiiiiii e 201
6.1.8. Eyler tisulu ilo (grafik iisulla) differensial
tonliklorin holli....... ..o 207
6.2.  Adi differensial tonliklor {i¢lin sorhod mosalalori...... 211
6.2.1. Sorhod mosslasinin timumi qoyulusu..................... 211
6.2.2. Xotti sorhod moasalalori.........coovviiiiiiiiii 213
6.2.3. Ikitortibli xatti differensial tonliklor iigiin iki
noqtali Kosi masolasing reduksiya..........c.oovviiiiiinnin..n. 214
6.2.4. Sonlu forglor Gisulu...........c..cooi 217
6.2.5. Kollokasiya Gisulu...........cooveiiiiiiiiiiiiiiien, 223
6.2.6. On kicik kvadratlar tisulu........................... 226



6.2.7. Qalerkin GSulU...........coooviiiiiiiiiiiiiee e, 228
7. EHTIMAL NOZORIiYYOSI VO RIYAZI

STATISTIKA ..., 231
7.1, Ehtimal nozoriyyosi......couviuiviiiiiiiiiiiiiiiienenans 231
7.1.1. Tesadiifi hadisolor............coooiiiiiiii, 231
7.1.2. Ehtimalin klassik torifi.................ooo, 233
7.1.3. Ehtimallarin toplanmasi teoremi.......................... 235
7.1.4. Ehtimallarin vurulmasi teoremi..................c..c.o.ee. 237
7.1.5. Tam ehtimal vo Bayes diisturlart............c.cccceeevveennennns 238
7.1.6. Siaglarin tokrar olunmast...........ccceeeveeireenienieennnne, 239
7.1.7 Bernulli dGsturti........cooiiiiii 240
7.1.8. Laplasin lokal teoremi...............ccooveiiiiiiiininn.... 241
7.1.9. Laplasin inteqral teoremi.............c.cooviiiennnnn.. 243
7.2.  Diskret vo kosilmoz tosadiifi komiyyatlor............... 245
7.2.1. Diskret vo kasilmoz komiyyatlor......................... 245
7.2.2. Binomial payianma...............ccoiiiiiiiiiiiiiianiann.n 247
7.2.3 Puasson paylanmasi..............ceoiiiiiiiiiiiiiiiiann.n. 249
7.2.4 Diskret tosadiifi komiyyaetlorin riyazi gdzlomaosi....... 251
7.2.5. Riyazi gozlomonin ehtimal monasi........................ 252
7.2.6 Riyazi gdozlomonin Xassolori...........ooevieiieiineannnn.. 253
7.2.7. Diskret tosadiifi komiyystlorin dispersiyasit............. 254
7.2.8. Tosadiifi komiyyatin onun

riyazi gozlomosindon meyli............ooooeviiiiiiiiii i 255
7.2.9. Diskret tosadiifi komiyyatlorin dispersiyasi

va onun hesablama diisturu................ooooi 256
7.2.10. Dispersiyanin Xassalori........c..ooeveiiiiiiieienninn.n. 259
7.2.1 1.Orta kvadratik meyl...............oooiii, 261



7.3.  Inteqral funkSiyast.............oovvviniiniiniiniiniinainn. . 261

7.3.1. Paylanmanin inteqral funksiyast..........cccccceevverirrennnnne 261
7.3.2. Inteqral funksiyanin xassolori................ccoceennnnn, 262
7.3.3. Inteqral funksiyasinim qrafiki............................. 264
7.4.  Kosilmoz tosadiifi komiyyat ehtimalinin

paylanmasinin differensial funksiyast............................ 265
7.4.1. Differensial funksiyanin xassolori........................ 265
7.4.2. Kosilmaz tosadiifi komiyyatin verilmis intervala
dismoehtimali................ooo i 267
7.4.3. Kosilmaz tosadiifi komiyyatlorin adadi

XarakteristiKast. . ......ooeiiii 268
7.4.4. Normal paylanma.................cooiiiiiiiiiiiiinn... 270
7.4.5. Normal OyTi.....covvriiiiiiii i 272
7.4.6. Parametrlorin normal paylanma oyrisinin

fOrmasINg taSIIT. . .une et 274
8.1. RIYAZI STATISTIKANIN ELEMENTLORI......... 275
8.1.1. Basvosecmo YIZIM......oouviiiiiiieeiiieeiiieeenaennn, 276
8.1.2. Sec¢monin statistik paylanmast............................ 278
8.1.3. Paylanmanin empirik funksiyasi.......................... 279
8.1.4. Poligon vo histogramina..................coeevviiininnnne. 281
8.15. Paylanma parametrlorinin statistik

QyMationdirilmosi. .. ...oveiii i 284
8.1.6. Basorta.........cooviiiiiiiiiii e, 285
8.1.7. Bas vo se¢mo diSpersiya.........ceeveeiuiiiiniiiniannnnn. 287
8.1.8. Dispersiyanin hesablama diisturu......................... 288
8.2.  Korrelyasiya nozoriyyasinin elementlori. .
Funksional, statistik vo korrelyasiya asililig1.................... 289
8.2.1. Sorti orta. Korrelyasiya astlili@i...................c.ooee. 290
8.2.3. Reqressiya diiz xatt tonliyinin parametrlorinin

tAPIIMAST. ..ot 292

8.2.4. Qruplagsmis molumatlara gors, reqressiyanin



secilmis tonliyinin parametrlorinin axtarilmast........................

8.2.5. Oyrixatli korrelya

OLAVOLOR.................

Istifada olunan odobiyyat

siyanin sado hallar1....................



MUOLLIFDON

Miallif 40 ilo yaxin miiddet orzinds indiki Azerbaycan
Dovlot Neft Akademiyasinda «Ali riyaziyyat» kafedrasinin
dosenti kimi «Ali riyaziyyat» kursundan miixtalif ixtisaslar {i¢iin
mihazirslor oxumus, masgololor aparmigdir. Modon geoflzikasi
ixtisasinan homin akademiyanin «Faydali qazinti yataqlarinin
geofiziki tsullarla axtarisi vo kosfiyyati» kafedrasinda vo
Olcozair Xalq Demokratik Respublikasinin Bumerdes soharindo
yerloson Neft-kimya Institutunda «Geofizika» kafedrasinda
«Madan geofizikasinin nazori oasaslar» kursundan miihazirolor
oxumus, masgolo vo laboratoriya islori aparmis, homginin kurs
va diplom layiholorino rohbarlik etmisdir.

Todris zamani, xiisusilo ocnobi dillori lazimi soviyyoado
bilmayan talobs vo bu sahods ana dilinds lazimi odabiyyatin
olmamasi iiziindon verilon movzularin monimsnilmosindo xeyli
cotinliklor toradirdi. Ona goro do bu catigmamazliglart aradan
galdirmaq mogsadilo Azorbaycan dilindo belo bir kitab1 yazmaq
gorarina golmisdim, lakin bir sira obyektiv vo subyektiv sabablor
iiztindon bu arzunu ovvalor hoyata kecirmok miimkiin olmadi,
nohayat, bir godor gec do olsa, bu isi basa ¢atdirdim. Qoyulan
mogsado no dorocado nail olmagimi kitabdan istifado edon
hormatli oxucular doyarlondiracaoklor.

Kitabin yazilmasi {i¢lin miivafiq imkan vo gorait
yaratdiglarina goro amokdasi oldugum Dovlot Neft Sirkotinin
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Geofizika vo Miihondis Geologiyas: Istehsal Birliyinin
rohborliyino, soxson bag direktor, AMEA-nin miixbir iizvi,
geologiya-mineralogiya elmlori doktoru, prof. K.M.Korimova 6z
minnatdarligimi bildirirom.

Kitabin olyazmasii oxuyub, onun talsbalor torafinden
daha asan qavrayib istifado olunmasi ii¢lin doyorli maslohatlor
vermis, sonra onun redaktoru kimi agir bir isi yerino yetirmis
Azorbaycan Dovlot Neft Akademiyasinin "Kompiiter texnikasi
vo progralagdirma" kafedrasinin dosenti, t.e.n. G.S.Hosonova
tosokkiiriimii bildirirom.

Kitabin orsoyo c¢atmasinda zohmotlori olan, foaliyyot
gostordiyim Dovlot Neft Sirkotinin Geofizika vo Geologiya
Idarasinin «Istehsal proseslorinin kompyiiterlosdirmo vo riyazi
tominatr» sObosinin  omokdaglari: g.-m.e.n. E.S.Novruzova,
R.1.Serifova ©.M.Homidova 6z raziligimi bildirirom.
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REDAKTORDAN

Tobiot vo comiyyotdo gedon prosseslorin todqiqindo
riyazi metodlarin totbiqinin miistosna ohomiyyati vardir.

Riyazi metodlar bu prosseslordoki iimumi qanuna-
uygunluglar1 agkara ¢ixarmaga, bu ganunauygunluqlar riyazi
diisturlar soklinds ifads etmoyo imkan verir. Sonralar bu
ifadolor arasdirilaraq Oyronilon prosses hagqinda miioyyon
naticoalor ¢ixarilir.

Belo riyazi mosololorin  hoallindo hesablama texnikasi
vasitolorindon istifads etmadon kecinmok miimkiin deyildir. Bu
da ododi metodlara marag artirir. Azorbaycan dilndo
riyaziyyatin oksor bolmolorini ohato edon odadi iisullara aid
vahid odobiyyat yox doracosindadir.

Olkomizin miixtalif ali, orta ixtisas tohsili miiosissalorinda
uzun miiddotli pedaqoji vo istehsalat tocriibasino, o climlodon
xarici O0lko tohsil sistemindo boyiik tocriibosi olan t.e n., dosent
Teyfur Molikovun bu kitab1 ododi iisiillar sahasindo moévcud
olan boslugu qismon doldurmahdir. T.Malikovun kitabi
tolobalors, xtisusilo texniki universitetlorin totbiqi riyaziyyat vo
kompiiter ~ yoniimlii  fakultolorinde  oxuyan  tolobalors
tinvanlanmigdir.

Kitabda nozori materiallar, ¢ox sayli misallarla miisayot
olunur. Bu da nozori materiallart daha tez monimsomoyo
komoklik gdstormalidir. Kitabda homginin c¢oxlu noticolor vo
faktlar da vardir. Onlarda riyaziyyatin totbiqi masalalari ilo
masqul olan elmi ictimayyatin glindalik isi
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liciin gorakli vo xeyrli olacaqdir.

T.Malikov bu kitabinda odadi iisiillar1 tam ohato etmok
iddiasinda olmamis va aslinde do boylik hacmli bels bir material
bir kitabda tam ohato etmok miinikiin deyildir. Mohz buna goro
kitab nogsansiz da deyildir. Molum oldugu kimi son zamanlar
elmi ictimayyotin bdyilik maragina sobab olmus L.Zadonin fazzi
riyaziyyata adadi tisullarin totbiqi imkanlar1 arasdirilmamis va
kitabda 6z oksini tapmamisdir. Halbuki, bu giinki giindo buna
boyiik ehtiyac vardir.

Lakin bununla yanasi geyd etmoliyik ki, kitab ododi
istillarin miiasir voziyyotini vo osas bolmolorini ohato edir. Bu
praktik yonumlu elmi ictimayyatin vo tolobolorin tolabatini
qismon do olsa 6doyacokdir. Bu iimidlo do kitab oxuculara
togqdim olunur.

Azarbaycan Doviat Neft Akademiyasi
" KT va programlagdirma " kafedrasinin
dosenti, t.e.n. G.S.Hasanov

13



GIRIS

Biitiin tobiotsiinasligin osasini, miisahido vo tocriibo toskil
edir. Noticolori rogomlorlo ifado olunmus miisahido vo
tacriibalar xiisusi oshamiyyat dasiyir.

Miiasir  texnikanin  sliroti inkisafi vo  miihondis
tadqiqatlarinda miiasir riyaziyyatin daha da genis totbiq edilmasi
zarurati totbiqi masalolorlo mosgul olan miitoxossislorin vo elmi
is¢ilorin riyazi hazirhigina daha yiiksok toloblor qoyur.

Indiki zamanda miihondis-tadqiqat¢min riyazi biliyinin
osas istigamatlori, kegon asrin avvellorindo formalasmis klassik
analizlo kifayatlono bilmoz.

Elmi-tadqiqat institutlarinda ¢alisan miihondisdon indi
miasir riyaziyyatin bir ¢ox saholori haqda, ilk ndvbodo
hesablama riyaziyyatinin metod vo iisullarinin asasl islonmosi
tolob olunur, ¢iinki biitiin miihondis masalalorinin halli odadi
natica ilo basa catdirilmalidir.

Digor torofdon hal-hazirda hesablama texnikasi hesablama
islorindo faktiki yerino yetiron yeni giiclii vasito ilo tomsil
olunur. Elo buna goro do totbiqi masalslorin daqiq qoyulmus
hollino kegmok miimkiin olmusdur. Bu iso 6z ndvbesindo
riyaziyyatin daha dorin bélmalorindon istifado olunmasini talab
edir.

Miiasir hesablama texnikasindan diisiinlilmiis surotdo
istifado olunmasi, totbiqi vo odadi analiz metodlarindan otrafl
totbiq olunmadan miimkiin deyildir.
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Elo buna goro do hom o6lkomizdo, hom do xaricdo
hesablama texnikas1 metodlarinin gériinmomis doracado inkisafi
bas vermisdir.

Olkomizds ali texniki tohsil miiossisalarinin tolobalori vo
elmi todqiqat institutlarinin omokdaglar1 {iglin bu sopkide
Azorbaycan dilindo dorsliklorin  vo odobiyyatin  olmamasi
golocokdos yiiksok soviyyali mithondis kadrlarin hazirlanmasinda
cotinlik yaradir.

Bu kitabin yazilmasinda osas moqsad ali riyaziyyatin
imumi ali texniki universtetlorin «Ali riyaziyyat» kursu
osasinda metod vo Tlsullarin imkan daxilindo sistematik vo
miasir soviyyads izahini vermokdon ibaratdir.

Moasalonin toqribi yanasma iisulu ilo holli zamani alinmig
naticalorin xotasinin giymotlondirilmasi tolob olunur. Cox sayli
rogomlorlo hesablama apararken biz ¢ox vacib bir masals ils,
hesablama sxeminin dayanaqlig1 masolosi ilo qarsilasiriq.

Olgmolor  zamam  tocriibbado  almmus  ododlorin
yuvarlaglasdirilarkon qagilmaz olan xotalarin comi nozoro
carpacaq dorocodo boyiik ola bilor. Belo hesablama sxemi
dayanigql deyildir vo isdo istifado olunmasi yararsizdir. Molum
olan tisullar arasinda segilon adodi metodlardan istifado edorkon
vo ya yenisinin hazirlanmasi zamani biz tobii olaraq masalonin
halli {iglin nozordo tutulmus kompiiterlorin xiisusiyyatini do
nozors almaliyiq.
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1.1. Taqribi adadlar xatasimn givmoatlandirilmasi

Tabistsiinashqda ¢ox nadir hallarda hor hansi
mosalonin halli dagig adadlarla ifads olunur. Olgmalarin
naticolori  har  zaman &lgma  chazlanmn  dagighy
daracasindon asihi olaraq tagribi olur.

Hagigatan, har bir dlgma alotinin malik oldugu
skalanm délglilan arasindaky b&lgh istanilon daracads kigik
ola bilmaz. Bazan bunu n daqiglik astanasi adlandiririar
Beloki, bu ad altinda homin cihazla lgmanin qeyd edilmasi
an kigik qiymat basa diigiiliir.

Biz gobul edirik ki, hesablamam istanilon manbali,
xatasi olan tagribi adadls apanng. Bu zaman onun nazan
xata modulunun yuxan sorhadini géstarmok mitmkiindfir.

Tagribi  hesablama  nozariyyasinin  gargisina
qoyulmug birinci mosals  xatalann  qiymatlondirilmasi
isulunun miayyanlagdirilmasidir. Hamiga taqribi adadlor
{izorind> hesab omollarinin aparilmasi meydana golir.
Tabiidir ki, bu yolla alimmy naticolorin 6z@i da tagribi
olacaqdir. Burada da ikinci mosalo - ilkin adadlarin
sshvlarinin dayarlondirilmasi masalasi ortaya qixir. Bu
masaloni nazariyysnin birbasa tapsinfn adlandirmag olar.
Ogor bela mosala harfi manada hall olunubsa, onda daha
gox mithiim iki tapsing govmag olar:

1) tars masala - amaliyyatlarin naticalarinin talob
olunan daqiglivini tamin etmak i¢ln verilmis adadlarin
talob olunan daqigliyinin misyyanlagdirilmasi;
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2) omaliyyatlarin naticolarinin  xatasimn imkan
daxilinds asafn olmasi sortinds G&lgmolarin va  va
hesablamalarin saraitinin milayyanlagdirilmasi.

1.1.1. Taqgribi adadlar, Miitlaq va nisbi xatalar

A dogig ododindon cilzi  forglonan, sonraks
hesablamalarda avoz oluna bilon adada togribi adad deyilir.
dgar a<A oldugu molumdursa, onda a-ya A4 adadinin
kasirli, >4 olarsa, onda artifs ilo taqribi adad adlanir.

Masalon, 2 adadinin kasirla qiymati 1.41, artigh
giymoati 1.42 olacagdir, ¢iinki 7.4/<+/2 <I.42 agar a tagribi
adoddirsa, onda bela yazilir: a=A4. a taqribi adadinin, Aa
xatas: vo ya sahvi deyilirsa, bir gayda olaraq .4-min dagiqg va
tagribi giymatlarinin fargi basa disiiliir.

Aa=A-a (1
ogar, A>a, onda xaota milsbotdir, vani Aa>0, yox agar
A<a monfi adlandinilir, bagqa sézlo Aa<0.

dgar, A-min dagiq givmatinin alinmasi talab
olunursa, onda taqribi @ adadina onun xatasim (Aa) alava
etmok lazimdir

A=a+Aa {(2)

Belalikla, doqgiq adada sifir xatali tagribi adad kimi

baxmaq olar.

Cox hallarda xotamn monfi vo ya miisbat olmas:
malum olmur. Onda tagribi adadin miitlag xatasindan
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istifada etmak moagsadouygun olur. a taqribi adadlainin A
miitlag xastasi dogiq A va a odadlorinin forginin miitlaq
qiymatidir:

A=|A-a| (3)

Burada iki hali farglandirmak lazimdar: )

1) A adadi malumdur, onda A miitlag xatam (3) diisturu
ila asanhgla tapmag olur;
2) A adadi molum deyil, bu hala tacriibada bir gayda
olaraq tez-tez rast galinir.

Bu halda A miitlag xatam (3) diisturu ils milayyan
eda bilmarik. Ona gdra geyri-milayyan olan nazari A miitlag
xotamin yerina onun yuxandan, mimkiin adlandirilan
xatadan istifada etmok somarali olur.

Tagribi adadin miimkiin miitlag xoatas: 4 daqiq adadi
ila a taqribi adadinin farqi baga diigtlr:

Miitlagq giymat

A=|4-al=A, .(4)

Buradan ahnir ki, 4 dagiq adadi asagidaka sarhadlora
daxildir.

a-A, ZAZatA, (3)

a-A, tagribi adadi, 4 sdadinin gatiymayan, a+A, is3
onun artiglin ils olan tagribi adadidir.

Bu halda 4 adadini gisa olaraq asagndak: kimi ifada
etmak olar:

A=axA, (6)

Misal 1. & adadini avaz edan a=3. /4 miimkiin miitlaq
Xatasim milayyan etmali.
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Haili. 3.14< x <3150 borabarsizliyi 6danildiyindan
la- mj< 0.01 ona géra Aa=0.0] agar 3.]4<x< 3.142,
oldufiunu nazars alsag onda an yaxs: gqiymat Aa=0.002 olar.

Qevd etmolivik ki, wyuxanda qgobul ctdiyimiz
miimk{in miitlaq xata anlayis: gox genis mana dagiyir,

Tzgribi @ adadinin miimkiin miitlaq xatas: (4)
barabarsizliyini 6dayan istanilon sonsuz menfi olmayan Aa
adadidir. Buradan mantigi olaraq ¢xir ki, venilmis tagnibi
adadin mimkiin miitlaq xotasindan bayiik har hans: odad
hamg¢inin hamin adadin miimkiin miitlag xatas1 adlandinla
bilar. Tacriibi olaraq verilmis sartlards Aa goklinda (4)
barabarsizliyini Gdayan an Kicivini segmak olar,

Olgmolor zamani tagribi adadin yazihsinda bir gayda
olarag, onun milmkin son mitlag Xstasini geyd edirlor.
Masalon, afor nzunlugu L=214 sm olan va 0.5 sm daqiglikls
Glglilmils pargam bels yazirlar L=214 sm 0.5 sm.

Burada miimkiin miitlaq xata A=0.5sm, L par¢asinin
dogig  Olgisd  iso bu  sorhodlor  daxilindadir
213.5<L=214.5 sm. Mitlag xata (vo ya miimkiin mitlaq
xata) Olgmolori vo  hesablamalanin  daqigliyini  dilzgiin
saciyyalondirmak Ggilin kifayat deyil. )

Bela ki, iki gubugun vzunlugunun &lgiilmasi zamam
L=100.8 sm*0.1 sm va L,=52 sm*0.] sm ahnmusdirsa
onda mimkiin mitlag xotalar Uist-fista dilsmils olsa da,
birinci Glgmonin  keyfiyyati  ikincidan yuxandir, Bu
dlgmoalarin daqigliyi figiin vahid wzunluga diigon miitlag
Xata, nisbi xata adlanir. a taqribi adadinin & nisbi xatas:
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hamin adadin A miitlag xatasinin onun moduluna uygun
galan dagiq A adadina(4=0) nisbatina deyilir. basqa szl

. §
d 4 (N

Buradan, A=|4|8
Mitlag xata G¢lin ds mitmkiin nisbi xata anlayisin
daxil edak. Odadin mimkiin nishi xa2tasi iciin
milzyyonlagdirdiyimiza uygun olarag
feati) (%)

Basqa sdzla ﬁgﬁa. belalikla, buradan a adadinin

milmkiin miitlag xatasi asafndaki kimi olar:
A=|A418, 9)

Tacriibada A=a oldugu tgiin (9) ifadasi avazina ¢ox
zaman agagidaki disturdan istifads olunur. 4,=als,

&,-min mimkin xstasi molum oldufundan burada
biz daqiq adadin sarhadini aling.

Daqig adadin  giymoatinin a(/-8,) ve all+d)
arasinda yerlogdiyini nozaro alsag asafidaki beraborliyi
alarig

A=a(l1+3,). (10)

Tutag ki, a tagribi adadi 4 daqiq adadini avoz edir,
Aa adadi 189, a adadinin miitlag xatasidir.

Miitoyyanlik {igiin tutag ki, A>0, a>0 va Aa<t) -dir.

4

Onda 3P 2%
A a-4

a
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Buradan da, a adadinin miimkiin misbi xatasim
asafdak: kimi gabul etmak olar.

A
Py =— 11
a ﬂ"_dﬂ { }
Analoji  olaraq asafjdakn  disturu  ahng:
A=Ad<(a+A )4, buradan isa 4, = %

Adatan oldugu kimi agor, Aa<<a va d,<<] (<<-si
miimkiin qadar az olmam gdstorir), onda taqribi olaraq a
gabul etmak olar:

a, mﬂ; yaxud da 4, = ad,

Misal 2: Havamin gaz sabitini miloyyanlasdiran
zaman R=29.25 olmusdur. Malumdur ki, bu zaman nisbi
xata 1% taskil edir. Onda R-in yerlosdiyi sarhadini
miavyanlasdirmak olar:

8,=0.001, onda Ag=R&,=0.03.

Buradan iss almir ki, 29.22<R<29.28

Riyazi masalalari hall edarkan, rast golinon xatalan
asasan bes grupa bolmak olar:

1. Riyazi masalanin &ziiniin qoyulmas: ila bagh
xatalar. Riyazi ifads olunma nadir hallarda real hadisalori
oks etdirir. Bir gayda olaraq bunlar mosalonin bu vo ya
digar daracads ideallagdirilmis modelini verir. Bazan els olur
ki, masalonin qoyulusu kimi dagiq hoall etmak gatin olur va
aslinda miimkiin olmur. Onda onun naticasini hamin
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mosalays uygun masslonin halli il avaz edirlor. Bu zaman
metodun xatas: adlandinlan xota meydana galir.

2. Riyazi analizds sonsuz proseslarin bas vermasi ila
bagh olan xatalar. Riyazi diisturlarda olan funksiyalar bir
gox hallarda sonsuz ardialhig vo  ya  swalar
fe* =1+ }x_r"_ 137 +...) sokilinds gostarilir. Aydindir ki,
prosesin belo kssilmasi xata yaradir, bunu isa gahq xatasi
adlandmrlar.

3. Riyazi diisturlarda olan adadi parametrlarin
giymotlandirilmasi zaman yalniz tagribi milayyanlogdirilma
ila bagh olan xota. Masolan, bunlara biitin fiziki
konstantlara aid edilir, Sarti olaraa bu xotalar ilkin xatalar
adlandirihr.

4. Hesablama sistemi ilo bagh xatalar. Rasional
adadlarin hatta onluq adadlar ilo ifada edilorkan vergitldon
sagda sonsuz ragomlar ola bilar.

Msaalia :::n.;ss---. Ru halda 4=£.0™ xatas

ahnir.

5. Tagribi odadlor iizorinda omollor apararkon
yaranan xotalar aydindir ki, ilkin malumatlann xatasim
miloyysn manada biz hesablamalarin naticalari {izarina
kegiririk. Bu zaman omoliyyatin xstasi aradan galdirila
bilinmayandir.

Konkret masaloni hall edarkan bu va ya digar xata
bazan meydana gixmir va ya on
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Umumiyyatla, xatalarin tam analizi zamam onun har
bir ndviind nazars almaq lazimdir.

1.1.2. Camin xatas

Bir nega tagribi adadin cabri comunin miitlag xatas
hamin adadlarin miitlag xatalarinn camindan artig deyil.
Tutag ki, x,x5....x, tagribi adadlarin giymatlaridir.
Onlann cabri coming baxaq, Us=dx dx.4v.+... %,
Aydindir ki, AU=2Ax #Ax,#4Ax %, #Ax,
Buradan da,
AUIS)Ax |+ A HAx ... +dx, . (12)
Cabri comin mimkiin miitlaq xstasim toplananlarin
mimkiin miitlaq xatasinin comi kimi gabul etmak olar.
Lol A+l (13)
(4) dilsturundan ¢ixir ki, toplanan halda an asaf
daqiglikli (miitlaq xata monasinda) milmkiin miitlag xata,
bagqa sbzlo maksimal miltlag xatas: olan toplananin digar
toplananlarin  dagiglik  daracasinin  toyinindan  asih
olmayarag, biz onlarin hesabina camin daqigliyini artira
bilorik. Ona géra do daha dogig toplananlann acug
igaralorini saxlamaga ehtiyac yoxdur. Buradan da, tagribi
adadlorin toplanmasi zamani Lacriibi gaydaya kegmis hal
GIXIT.
Miixtalif miitlag dagiglikli adadlarin  toplanmas:
ligiin agagdalkilara smal etmak lazimdir:
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1) Digoarlorina goro onlug kosri tez kasilon adadi
secib onu dayisdirmadan saxlamaly;
2) Qalan adadlari aynilisa uypun olaraq, vergiildan
sonra bir vo ya iki ehtiyat ragam saxlamal;
3) Biltiin saxlamilmis rogomlari nazars alarag
adadlarin giymatlerini toplamali;
4)Alinmig naticalari bir ragam ilo yuvarlaglagdirmali.
Yuvarlaglasdirma zamami toplananlarin cominin
alava edilma gaydasina gora,
U=x;+x,+...+x,
Camin yuvarlaglasma xatasimin m daracali onlug
kasri istanilon pis halda asafidak: giymatdan artiq olmur:
As né-mﬂ (14)
Bu diisturla comin yuvarglasdirma xatasimn daha
daqiq hesablanmasim alda etmok olar.
Sgar loplananlar eyni isarslidirss, onda onlarn
cominin milmkiin nisbi xatasi toplananlann on bdyilk
miimkiin nisbi xatasindan artig deyil.

1.1.3. Farqin xatasi

iki togribi, odadlor forgine Aw=x,-x, baxaq. (7)
diisturuna osasan Au fargi mimkiin miitlag xatas:
A=A +A L, olur.

Basga s6z1a bu xata fargin miimkiin mitlag xatalar
comina barabardir.
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Burada, fargin miimkiin miitlaq xotas:
Ax, + Ax,
A
burada, 4- x, va x, osdadlorinin farqinin miitlaq daqiq
qiymatidir. !
Igar x, va x;, taqribi adadlor bir-birina kifayat gadar
yvaxindirlarsa va ¢ox kigik miitlaq xotaya malikdirlorsa,
onda A adadi kigikdir. (3) diisturuna asasan sdylamak olar
ki, bu halda miimkiin nisbi xata xeyli daracada béyik ola
bilar, eyni zamanda azalanin va gixilanin nisbi xatas: kigik
olaraq qalir, basga sézlo dagiglivin itmosi bas verir.
Masalan. Hor biri 5 rogamdon ibarat olan x, =47 7132
va x,=47.111 adadlarin forqinin xatasim hesablayaraq aliriq:
u=47 132-47.111=0.021
Beloliklo, u forqi amxinncist siibhali  olan ki
shomiyyatli odaddon fargin miimkiin miitlag xotas:
Au=0.0005+ +0.0005=0.001. Farqin, azalanin va gquxilamn

8, = (15)

miimkiin nishi xatasi P s = {.00007

(.0005 0.001
= = 0.00001, &, =——=005 Burada forgi
47.111 * p.021 R

nisbi xotasi ilkin giymetleri mimkiin nisbi xatasindan
demok olar ki, 5000 dofe boyiikdiir. Ona gora da tagribi
hesablamalarin adadi giymoatlarinin  ¢palmasina  gatirib
¢ixaran ifadslora gevrilmoasi faydali olur.

%2
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1.1.4. Hasilin xatasi

Sifirdan fargli olan bir nega tagribi adadin hasilinin
nishi xatas) hamin adadlorin nisbi xatasimin comindan artig
deyildir.

Tutag ki,

U=x,;xx,

Sadalik lglin nozordo tutaq ki, tagribi x,x,x,

adadlari miisbat giymatlidir, onda alarig:

LnU=Lnx+Lnx+...+Lnx, (16)
Asaindalk) tagribi dilsturdan istifada edarak taping.
AlLnx = dlnx = A%
x

Sonuncu ifadanin miitlag qiymatini gotiirarak alang:

u % A X,
agar A, (i=1,2,...n), x, va |Ax] vuruglarnimin daqiq giymatlari

adoton oldufu kimi x-lo miigayisado kigikdirss, onda
tagribi olaraq gabul etmak olar:

X, A,
burada, §- vuruglarmn nisbi xatasy, x, (i=1,2,...n) va &hasilin
nisbi xatasidir. Buradan da alinir ki,
< +6,+...+6, (18)

Aydindir ki, (3) disturu, x; (i=[,2,...n) vuruglan
miixtalif isarali oldugda da dogrudur.

Jr.rm_5

u
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Hasilin miimkiin misbi xatas: vuruglarin mimkiin

nisbi xatalar: comina barabordir.
8=8,+8,+...+4,, (19)

Sgor hasilin birindon bagqga, biltiin digar vuruglan
gox dagiqdirsa, onda (12) dilsturundan ¢par ki, bu halda
hasilin miimkiin nisbi xatasi an az daqiglikli vuruglarn
milmkiin nisbi xatas: ilo demak olar ki, {ist-listo digiir. Bu
halda, agar tak x, vuruqu tagribidirss, sadaca olaraq

a':.- = 5.1',-

U/ hasilinin miimkiln nisbi xatasimin kanar sarhadini
bilorok onun miimkiin 4, xstasim agafidaky diisturla
miiayyanlasdirmak olar:

A4, uld, (20)

Misal. Miitlaq xatalan Ax,=0.005, Ax,=0.005 olan
x,=12.2, x,=73.56 taqribi adadlarin hasillorinin miitlag va

nishi xatalarim1  hesablaymn. 5 =E‘E+ﬂﬂ£=gm¢g hasil
122 7313

u=897.432 oldugundan, A =U§,=8970.004=3.6 (tagriban)
olur.

Burada U yalmz iki haqigi isarays malikdir va
naticoni bel> yazmaq lazimdar: U=89744.

Xisusi hah geyd edak: U=kx.

Burada k-sifirdan forgli olan daqgiq vurugdur, §,=4,
aling ki, A,=|k|4,. basqa sozla tagribi adadi daqiq vuruga
vurarken nisbi milmkiin xata doyismir, miitloq miimkiin
xata isa k| dafs artir.

27



Aydindir ki, hasilin nisbi xatasi vuruglarin an asaq
daqiglikli mishr xatasindan asaq: ola bilmoz. Buna gora da,
bu halda toplamada oldugu kimi daha dagig vuruglar
nazors alman artig ragamlori saxlamaga ehtiyac yoxdur.

Asamdak: gaydaya riayst etdikda daha faydal olur:

Miixtalif rogamli, dagiq nazara alinan ragamlori olan
bir ne¢s tagribi adadin hasilini tapmag tglin asafidakilan
yerina yetirmak kifayatdir:

— onlan els yuvarlaglasdirmag lazimdir ki, onlarn
har binn vuruglardan an az doagig olan adaddski haqigi
ragamdon bir (va ya iki) adadi artig olsun;

— vurma zamani vuruglardan an asaq daqiqlikli
(lamnm olarsa bir ehtiyat ragam saxlamilir) olan haqiqgi
ragomi nazora almagla saxlamag lazimdor,

1.1.5. Qismoatin xatas:

Ogor y=2>-s, onda Lou = Lax - Lny va

¥
du_dx 4y
HNoOoXx ,v'
Buradan £E5££+‘d~”,
u X "I.-'

Bu disturdan alinir ki, hasilin xatas: Ggiin deyilanlor
hamginin qismata da aiddir,
Qeyd etmak lazimdir ki, gismatin nishi xatasi bélanin
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va bdliinanin nisbi xatalarinin comindan gox deyildir.

dgor u=>, onda 5=5+4,
y

1.1.6. Qiivvatin nisbi xatas

Tutag ki, w=x" (m-natural oadaddir), onda,
Lou=mLnx.
Buradan da uygun olaraq:

4 e

burada &=md, basqa sbézlo, m daracali adadin
mimkiin nisbi xatasi hamin adadin  mimkiin nisbi
xotasindan m dafs bdyilkdir

1.1.7. Kikiin nishi xatasy

Indi tutaq ki, u = ¥x, onda «"=x. Buradan da
Ly (22)
m M

Basqa s6zlo, m dorasali kokiin milmkiin xatas:
kdkalti adadin mimkiin nishi xatasindan m dafs az
olacaqgdir.

Misal, Sahosi §=12.34 » olan kvadratin torafini
nego haqiqi rogamli 0.0 daqiglikle va hansi nisbi xata ila
oldufunu miiayyanlasdirmali.
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Halli: a=+s =3.5128--- oldugunu tapiriq

§ = E”j ~0.0008
Buradan da iz"?
8, =—8, =0.0004
2
Ona gora A =3.5128-0.0004=14-107

Burada a adadi demak olar ki, 4 rogamli olacagdir
ki, a=3.513.

1.1.8. Xatam daqig nazara almayan hesablamalar

indiyo kimi biz smaliyyatda miimkiin miitlag xatanin
qiymoatlondirilmosi isullarina baxdiq. Bu zaman nozards
tutulurdu ki, mitlaq xsta komponentlari bir-birini
giiclondirir ki, bu da tacriibi olaraq nisbaton nadir halda
olur. .

Hor bir ayrica noticonin xatasi nozora ahinmayan
kiitlovi  hesablamalarda ragamlorin  hesablanmasinin
asapidaki gaydada aparilmasi maslohot bilinir:

1. Taqribi adadlarin toplama va gixilma naticalarinin
saxlanilan an kigik onlug daracali ilkin malumatlar axirmci
nazards tutulan ragamlarda ifads olunan onlug daracasinin
an bdyilyli olmahdir.

2. Taqribi adadlarin hasili va bolinmasi zamam
naticada o qodar gbstarilon ragomi saxlamaq lazimdir ki,
verilmis taqribi adadlordon an az nazarda tutulan ragam

olsun,
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3. Toqribi adadlori kvadrat vo kuba yiiksalderken naticads
doroconin osasinda olan rogom sayinda ohomiyyotli rogom
saxlamaq lazimdir.

4. Togribi adadlorin kvadrat, kuba yiiksaltmok vo kdkalma
zamant naticods kok altinda olan rogomin malik oldugu rogom
miqdarinda ohomiyyotli rogom saxlamaq lazimdir.

5. Biitiin araliq noticolordo ovvalki qaydalarda tovsiya
olunan rogomlordon bir artigini1 saxlamaq lazimdir.

Yekun naticads bu «ehtiyat raqomy atilir.

6. Logarifmlo hesablamalar apararkon on asagi sayl

hoqiqi  ohomiyyotli roqomlori hesablamaq vo logarifm
codvolindon onluq dorocoli isarolordon bir vahid artiq
olanda istifads olunmast moqgsade uygundur. Yekun
noticado axirinci shomiyyatli rogomlor atilir.

7. Ogor malumatlari istonilon daqiqlikle goétliirmak olarsa,
onda k hoaqiqi rogomli ilkin molumatlar 0 sayli rogom gotiirmok
lazimdir ki, neaticado ovvalki qaydaya osason k+1 haqiqi
rogomini tomin etmis olsun.

Ogor bazi molumatlar lazmi olandan artiq onluq derocali
(toplama vo ¢ixmada) vo ya basqalarindan (vurma, bolmo,
qiivvate yiiksoeltmo, kok almada) daha shomiyyaetli roqgomlordon
boylik olarsa, avvalca onlart bir ehtiyat rogom saxlamagla
yuvarlaqlagdirmaq lazimdir.
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1.2. Ol¢ms xatalarinin névlori

Olgmonin istonilon noticasi 6ziinde miixtolif sobobdon
yaranan xotalar1 da gostorir. Bu xotalari sistematik, tosadiifi,
soxsi vo kobud qruplara ayirirlar.

1.2.1. Sistematik xatalar

Sistematik xotalara ilk ndvbado ¢ox vaxt alot xotalari
adlandirilan xotalar daxildir. Cihazlarla 6l¢li aparilarkon ideal
doqiq 6lgli gotiirmok miimkiin deyil. Uzununa 6lgmo kimi sado
halda skalanin bolgiilori arasinda mosafo nominaldan forglidir
(mos: xotkesin bir yerindo 0.999, digor yerindo 1.002 mm vo s)
forqlidir.

Skalanin xotalarmi gostericilor arasindaki masafolori
yiiksok daqiqliklo cihazla (alatlo) 6lgmoklo miioyyon etmok olar.
Bundan sonra doqiqliyi yoxianilmig cihaz (alot) qiymotlorin
(bucaq, uzunluq vo s) 6lgmosindon asili olan xotalar1 gostorilon
pasportla tomin olunur.

Bozon xotalarin 6l¢iilmasi ovozina 6lgmalori elo aparmaq
olar ki, bu xotalar1 aradan qaldirmaq miimkiin olsun, buna misal
olaraq busaq 6lgmo alstininin-eksentrisitetin xotasini géstormok
olar. Cox nadir hallarda cihaz1 (alot) dorocolora bdliinmiis
daironin hondosi morkazi ilo daironin furlanma oxu kifayat qodor
list-listo diiglir. Ona goro daire lizro hesablanmis qovs lazim
bucagi o6lgmiir (eksentrisitetin xotasi). Eksentrisiteti 6lgmaklo
onun xatasini
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nozoro almaq ¢ox ¢otindir. Lakin bu zaman daironi 180°
cevirorok qovsl tokrar Olgli aparmagla homin xotani aradan
qaldirmagq olar.

Aloat xotalar biitlin 6lgma naticolorine daxildir, geyd etmok
lazimdir ki, bu xota ya siibut, ya da, o climlodon 6lgmo
giymatinin 0zlindon asili olan basqa amillordon asilidir. Elo bu
da homin xotalarin sistematik adlandirilmasina sabab olmusdur.

1.2.2. Tasadiifi xatalar

Tocriibo gostorir ki, bu vo ya digor miloyyon qiymatin
biitin miimkiin doqiqliklo yerino yetirilmis coxsayli Olgiilori
biitiin sistematik xotalar1 nozore aldigdan sonra da miixtalif
ododi qiymot alinir. Bu hal onu gostorir ki, 6lgmo naticolaring,
nazars alina bilinmayan har hansi fiziki sabablor do tosir edir.

Masolon, tutaq ki, kifayot godor etibarli vo hossas olan
torozido ¢oki aparilir. ©gor 6lgma zamani elo hamin otagin
gapist bork Ortlilorso, onda odod gostoricisi (oqrob) doqiq
odaddon farqli olan hor hansi bir tosadiifi adod gdstorocokdir.
Ogor basga bir 6lgmo aninda yaxin kiicodon hor hansi bir agir
avtomobil kegorss, onun titrotmosi oavvalki ododdon forqli bir
ododin alinmasina sobab olacaqdir ki, noticods Glgmo notico
qiymati  yena  doyisocokdir. ©Ogor Olgmolor tamamilo
mexaniklogdirilmayibss yoni, onda insan istirak edirso, homin
insanin O0lgmodo istirak edon
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orqanlarinin vaziyyati 6lgma naticalaring tasir eds bilir.

Daqiq giymotdon forqli olan belo do naticolorin alinmasina
sobab olan tosadiifi hallar digor sobablordon ola bilor. Hor bir
belo sobob azaciq nozora ¢arpan xota verir ki, bunlar1 da qeyd
edib todqiq etmok lazimdir. Bu sobablor {iziindon bas veran
tosirin comi nozoro ¢arpacaq xotalara (konara ¢ixmalar) gotirib
cixara bilor. Xatalar nozoriyyesino goro, xota dedikds adaton
tosadiifi xotalar nozoriyyosi basa diisiiliir.

Tosadiifi xotalarin 6ziinilin xilisusiyyatlorino gors nozoriyya
yaratmaq Ugilin ehtimal nozoriyyosinin prinsiplorindon istifado
edilir.

1.2.3. Subyektiv xatalar

Eksperimental miigahidolorin naticolorinin
iimumilosdirilmasinin tocriibasi gostorir ki, 6lgmolorin naticolori
miloyyon fiziki xiisusiyyotlordon asilidir. Mosalon, hadisonin
geydiyyati zamani bir miisahido¢i bu vo ya digor hadisoni
sistematik olaraq, miixtolif miisahidogilorin soxsi xotalarin
dofolorlo  Oyronilmosi gostorimisdir ki, bu xotalart hom
sistemktik, hom do tosddiifi xotalara aid etmok olar. Malumdur
ki, hor bir miisahidogiyo soxsi xotanin miioyyan orta qiymaoti
xasdir ki, bunu da sistematik xotalar1 aid edib, miisahidalorin
islonmasi  zamani  nozoro almaq lazimdir.  Ayri-ayn
misahidolordoki soxsi xotalar miixtolif sobaoblor (otraf sorait,
misahidoginin fiziki voziyyati va s) liziindon
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doyison tosadiifi qiymot olur. Soxsi xotalart miioyyonlosdirmok
liclin miisahidolor aparib, onun noticolorini {imumilosdirorok
(6yronmok) demok olar ki, tosadiifi xotalarin miisahidolorinin
noticolorindo oldugu kimi soxsi xotalarin da orta qgiymsotini
tapmagq olar.

1.2.4. Kobud xatalar

Miisahidalorin  aparilmast zamani diizgiin olmayan
noticoloro gotirib ¢ixarilma konar tosirlorin vo buraxilmis
yanilmalarin miimkiinliiyii ilo rast golinir. Cox sade bir yanilma
kimi 6lgmo qiymoti, mosalon, 20 olursa, onu 30 yazmagq olar.
Miisahidogi torofindon nozoro ¢arpmayan xarici sobab iiziindon
bas veron belo xota noticoni tohrif etmoyo sobob olur. Belo
kobud xota 6ziinii nisbaton yaxin naticalor sirasinda bir va ya bir
neco noticonin digorlorindon koskin forglonmasi soklindo
gostorir ki, bu da «sigrayigh miisahido» adlandirilir.

Ogor bu forq kifayot godor boyiik olarsa, onda bunu
ominliklo kobud sohv kimi gobul edib atirlar. Belo hallar ¢ox
nadir hallarda bas verir.

Tosadiifi xota ¢oxlu sayda kigik tosadiifi xotalardan
toplandigindan, onda moduluna gors boylik tosadiifi xota veran
kicik xotalardan ibarot olan olverigsiz kombinasiyani tosvir
etmok ¢otin deyil. Diizdiir, belo kombinasiyanin bas vermaosi
ehtimali ¢ox azdir (sifir deyii), lakin bu prinsipco miimkiindiir.
Ona gora do miisahidolor tokca «sigrayislyy
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olmas: slamatina gbra kobud miisahido hesab edilmalidir.
Asafnda kobud xatalann kriteri ehtimallan verilocakdir.

1.2.5. Xatalarm giymatlondirma iisullan

Tasadilfi xatalann tadqiginds chtimal nazariyyasinin
tatbiq edilmasi vacibliyi kifayst darscads agig-aydindir. Bela
ki, Olgmolorin  tosadiifi =xatalan |kosilmoz  tasadiifi
kamiyyatlardir. Ona gérs da nazariyysnin qurulmas: ficiin
onun chtimal sixhifi va va paylanma funksiyas: verilmalidir.

Olgiilon kamiyystin machul daqiq giymatini a ila,
dlgmanin sorbost noticosini is2 x ilo isars edarsk xotam

d=a-x (23)
hesab edirik.
Xota tosadfi hesab olundugu digln, x-in giymoti do
tasadifi olacaqdir.

Agandaki farziyyvani gabul edarsk, tosadiifi xata
markazi sifir olan normal paylanma ganununa tabedir. Bu
farziyyays osassn xastalamn sixbin ehtimah  asafjdalka

diisturla hesablanir:

.5’ .
¢ P (24)

&

o)==

Buradan c¢oor ki, Slcms noticolorinin  tasadiifi
¥atalann sbig ehtimalh asafidalk kimi ifadas olunur.

@(x)= : E_EE:’?E (25)
cr;br
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(25) ifadosinds o tosadiifi xotalann dispersiyasidir! o
komiyysti galacakda bir dlgmenin orta kvadratik xatasi
adlandinlacagdir. Bu  komiyyst dlgmolar  moacmusu
figin verilmis vo ya hesablanmus keyfiyyatinin ragamli
saciyyosidir.

Olgmalarin keyfiyyatine tasir ectmsk figiin daha g
kamiyyatdon istifads edilir:

a) xatamn ehtimah pfldr/=03 sorti ilo miayyan

Sk x—j—o’ (0.67455);

b) miitlag xata m=F(|8]) -xatamin riyazi gdzlsms
moduludur. Gistarmak olar ki, ms0.80;
s i 0.71
c) daqiqlik Glglist n=——==~——.
) deqiqlik Glglish » "

T

Ehtimal olunan wvas miitlag xatalar, B&lgmalarin
keyfiyyati asagi oldugea artir. Daqgigliyin Glgiis@ Slgmalorin
daqigliyi artdigea artir.

' Normal paylanmammn gqanunu haqda farziyys
Lyapunov teoremi ils tasdig edils bilor. Bu zaman yuxanda
gostarilan kicik xatalarm ¢ox adadlarinin cami gabul edilir
(nozards tutulur). Lyapunovun teoremi Sartindon  ¢ixar ki,
normal ganunun gabul edilmasi xatalarnn tagkil edicilari,
eyni tartibli olmahdirlar.

Ogar fiziki millahizalara géra ayrnihqda fistiinlitk
tagkil edon xotam gbzlomok olarsa, onda dstiinliik togkil
edsn xatalarnn paylanma ganunu fizrs slavs yeni farziyys
irali stirmak lazm galir. Bu zaman xatalarin digor
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tagkilediciloari moacmuu tglin normal ganun ehtimalm:
saxlamagla gqiyvmatlor cominin paylanma ¢anununu Gz
gixarmagq lazimdir,

Normal ganun hagginda tesovviirii milsahidalorls
yoxlamaq olar. Tutag ki, tagribi giymat ela dagighkls
tapilmugdir ki, onu dagig giymat kimi gabul etmak olar.

Tacriibada bela giymati gox bdyiik sayh miisahidaler
arasindan segmok olar. o giymetini dlgme neticalorinin
daqig giymoti kvadratindan konara ¢ixmalar caminin
Olciilarin  sayina bodlinmils ododin  kvadrat  kokiiniin
alinmasmmdan tapmaq olar. Nozards tutag ki, a va o
dagiqdirler. Normal ganunun xisusiyyotino géra xatanin
modulu asafida gostarilen istenilan serhad daxilinda
verlagmolar garti ilo ehtimahm hesablamag olar.

Pllflcac)=20(a), a>l)

Burada:

@(a }-cadval funksiyasidir.

a O-dan 3-o gadar sarhaddo miixtalif givmatlor verib,
J giymatinin yuxarnda gdstorilan barabarsizliyi ddayan #,
adadini hesablayaq:

n.=n" 2dh{a),
burada, n-miisahidalorin mumi sayidir. » vo n, cadval
giymsatlerin milgayiss edilmasi normal ganun tatbiq edilib
edilmamasi haqginda tosavviir yaradilmasina imkan verir.
Bela yoxlamalar A.N.Knlov taraofindan yerino yetirilmis va
bozilarinin naticalari «tagribi hesablamalar {izra mithazira-
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lar» kitabinda wverilmigdir. Ele hamin kitabda bir sira
hipotez asasinda normal ganundan ¢ixan noticalarls tamg
olmag olar.

Istonilon riyazi nozoriyyads oldugu kimi normal
ganunda gdstarildiyi ehtimalin avazina digor osas tasav-
viirlarla da ¢ixis etmsak olar.

Masalan, Gaussun bir isinds tosadiii xota ila
nazariyyasinin asasinda asagndaky mosale goyulmusdur.
Alimmis eymi  daqiglikli  Glgmelar sirasindan  6lgiilon
kamiyyatin on yiiksok ehtimalinin giymati orta hesabli
giyvmatdir. Bu pastulati gobul etmok olar ki, xatalar
paylanmanin normal gqanununa tabedir. Indi tesadiifi
xatalarin paylanmamn normal ganununa ssasan kobud
xatalarin aradan galdirilmas: tisullarina baxag.

Tutaq ki, bir negs dlgmalor Zamam ¥ kamiyyatinin
tagribi giymstini va bir dlgmanin o orta kvadratik xatasim
tapmisiq. Har bir élgma xatasinin taqribi qiymatini tapag:
g =x,—x= &, normal paylanma ganununa asasan

pil8<3a)=0.9973, buradan da p{|8<3c)=0.0027

Adotan xatamn modulu 3o-don artig olmasi ¢ox az
ehtimall hesab edilir. '

Ona gora do har hans1 £, adadi tapilarsa, onun modulu 3o~

don artig olursa, onda hamin Slgmanin giymoti kobud xata
hesab edilir va atilir. Bir sira tapsinglarda (masalalarda)
dlgmanin giymoali |5|>Zo olanlarm atilmas: gertizi gabul
edirlar. Migahidslarin bels dizalisindan sonra ¥ tagriba
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giymatini vo o adadin yenidon hesablamaq vacibdir,

2. FUNKSIYALARIN QIYMOTLORININ
HESABLANMA USULLARI

Analitik soklinds verilmis funksyalar1 kompiiterda
tadgiq etdikds bu analitik ifadslarin yazilmasinin boyik
ohomiyyati vardir. Riyazi néqteyi-nozardon ekvivalent olan
ifadalar, taqribi hesablama ndgteyi-nazardsn eyni, faydal
deyiller. Ona gora da tecrilbi olaraq, elementar
funksivalarin hesablanmasi Gglin slverish analitik ifadaslarin
yazilmas: suah meydana ¢xir. Umumiyyatls funksiyalarin
givmatlorinin  hesablanmasi omoaliyyaty, ardicil olarag
elementar hesab omaliyyatlan ardwcilligna  gotirilir,
Hesablama masinlanmin yaddaglarmin mahdud oldugunu
nazara alsag, homin amaliyyatlan tokrar-ddvril hissalars
ayirmag maqgsads uygundur. Asafnda biz funksiyalarn
hesablanmasinin bir nega fisulunu nazardan kegiracoyik.

2.1. Coxhadlilorin giymatlorinin hesablanmasi.
Horner iisulu

Tutag ki, n-daracali
P(x)=ap"+ax™'+ - - +a,px+an (1)
haqiqi a,(k=0,1.2,....n) smsall goxhadli verilmisdir.
Farz edak ki, homin ¢oxhadlinin x=¢ néqtasinds giymatini
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hesablamaq talab olunur:
P(f)=a tad™'+ - - +a,l+a,. (2)
P(¢)-coxhadlisini asafndak: gokilds hesablamagq
daha alveriglidir.
P(&)=(- - - ({(ad+a)+a){ta; )i+ - ta,,)d+d,
Buradan
b, =a,
by=a,+5¢

b=a,+b{ | - (3)
b;=a;+b,¢

........................

giymotlari ardicil olaraq hesablasaq, naticada alang:
b,=P({)

Asanlgla postarmak olar ki, b,=a,,5,,- - - b, adadlani
Qfx) ¢oxhadlisinin omsallaridir ki, xiisusi halda bu
amsallar P{x) goxhadlisinin x-¢ forgine boliinmasindan
(Bezu teoremina giora) alimr.

Dogrudan da tutaq ki,
O(x)=pp 48+ - - Hf,. 4)
P(x)=Q(x)( x-{)+ B, (3)

métarizalari agarag baraborliyin sag vo sol toraflorinda olan
coxhadlilorin  eyni deracoli meachullarmm omsallarim
milgayisa etsak naticada alarig:
P(x) ="+ (BrBR)Ix" "+ (BB E)x" 4+ (BB a8)x+
Al

Burada: Bo=a,
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Bo=a=b, B.=a. 8. L=b,,;

Bmartag=b,  B=a+B, &b,

B=ay+ B,é=b,

Belolikla, barabarliklarin dogrulugu isbat edilir.

Umumiyystla, (3) boraborliklori, goxhadlinin
béliinmasindon, Qfx) goxhadlisinin va P(¢) ¢oxhadlilorinin
qahfim hesablamaga imkan werir. Tacriibi olaraq
hesablama Horner sxemi adlanan asapdaki sxem fizra
apartir:

a, a, a; a,

b b be

b, b by b =P(E)
Misal 1. P(x)=3x"+2x’-5x+7 coxhadlisini x=3
giymatindas hesablayin. :
P(x) - goxhadlisini x=3 giymatinds hesablamag
ticiin Horner sxemini yazaq:
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T 2 =57
; la .

9 33 84

3 11 28 9I=r(3)

Onu da qeyd etmok lazmdir ki, Horner sxemini
tatbig etmokls, P{x) ¢oxhadlisinin haqigi kéklarinin
sarhadlarini hesablamag olar.

Tutaq ki, x=# (Ff>0), Horner sxemind2 biitiin
amsallar miisbatdir. Bela ki birinci smsal milsbatdir.

by=a,>0 va b>0 (i=12,...) (6)

Buna ssaslanaraq demsk olar ki, P(x) ¢oxhadlisinin
x,(k=12,..., m<n) haqiqi kdklari f-don solda yerlagir, yoni
530 (k=12,..., m) (sokil 1.)

X, X,
R T

Sakil 1

dogrudan da Pgx)=(bx""' +:--b,_, )(x— B)+b, oldugundan,
istanilan x>f Ggiin (6)-borabarliyina ssasen P{x,/>0 olar;
belalikla f-den béyllk adod Pfx)-goxhodlisinin koki
deyildir. Buradan Pfx) goxhadlisinin x, hogiqi kékiiniin
yuxar sarhadini gdstars bildik. .

indi P(x) coxhadlisinin hogigi kokiiniin asag
giymotini almagq t¢iin agagidaki goxhadlini yazaq:

43



(=1 P(=x)=a,x" —ax"" +---4(~1)"a,

Bu goxhadli Ggiin elo x=g (a>0) qiymatini tapmag
lazimdir ki, uyfun Horner sxeminin smsallan meanfi
olmasin. OIvvalds gostordiyimiz mithakimaya asasan
coxhadlinin {-1)"P(-x) haqiqi kékleri -x.2a (k=1,2,....m).
Beloliklo, biz goxhadlinin hagigi kéklorinin asa@ sorhadi -a
giymatini ahng, P{-x) goxhadlisinin hagigi kéklari [-a.5]
pargasinda yerlogir.

Misal 2. P(-x)=x'-2x'+3x'+4x-] coxhadlisinin
kéklarinin hagigi giymatlarinin sarhadlarini hesablayin.

i -2 3 ¢4 =i
= 2
206 MW T

I ¢ 3 10 19=F2
goxhadlinin biitlin amsallan 520 oldugundan, onda onun x,
haqiqi koklori (agor varsa) x,<2 &danilmolidir. Belalkls,
¢oxhadlinin x, hogigi kéklorinin yuxan giymoti tapildi. Indi
hamin ¢oxhadlinin haqigi kdékiiniin asafn sarhadini
givmotlandirak. Bunun figiin asafidak: goxhadlini yazaq:
Ox)=(-1)*P-x)=x*+2x +3x-dx-1.
Qfx) coxhadlisinda x=1 gqiymatini yazsaq, alang:
i 2 3 =4 =1

I' 3 6 2 I=P(),
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biitlin smsallar >0 olduundan -x, yaxud, x,>-1 olar.
Belolikls, verilmis coxhadlinin biitiin kéklori [-7,2] par¢as:
daxilnda yerlogir.

2.2. Umumilosmis Horner sxemi

Tutag ki, Pfx)=ax" +ax"" +--+a, (7
goxhodlisindo x-doyigonini y doyisoni ila avaz etmiak
lazimdar.

x=p+& (8)

Burada & qeyd olunmus odad va - isa yeni
dayisondir. (8) ifadasini (7) goxhadlisinda yazsaq, milayyan
amoliyyatlar apardigdan sonra, yeni y doyisonina nazaron
asajndak: coxhadlim alang:

Po+=Ay" + 4"+t 4, )

(9) ifadasine ¢oxhadlinin y doyisenine gdra Teylor
disturuna aynhsi kimi baxmaq olar, 4,//=012...n)
amsallanm isa A, _—.% (i=0.1,2,...n) disturn ils
hesablamagq olar.

Tacriibodo A; amsallarmi Horner sxemi {izro daha
asan hesablanmasim gdstarak. Bunun igin (9)-da y=0
giymatini yazag, onda 4, = P(£) alang.

(7) goxhadlisini (x-£) ikihadlisino bblsak

P(x) = (x— &P (x) + P£) (10)
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burada P =bx" " +bx"? ++0snb_,. (11
agor (9) boraborliyinda y ovazino onun giymatini y=x-£
yazsaq alang:

Pa)=f-l4 -G + 4 -8 4 4 -8+ PE) (12)

(10} vo (11) borabsrliklarini miigayisa etsak, naticads
alang:

Plxi=Ax—0" + A x—-& 7 ++4,,, (13)
buradan A4 _, = P(&) (13) analoji olaraq P,(x, ¢oxhalisini
(x-£)  bolsak alang

Fi(x) = (x - &)P,(x) + F, (&) (14)
burada Px)=c,x~ +¢,x™" +---+¢,_, bundan basga, (12)
va (13) diisturlan ssasmdayaza bilarik:
Pf)= (-l fe- 7 + 4 (5= s AL BE) (1)
(14) va (15) ifadalorini miiqayiss etsok naticads alariq:
Pyf)= A~ + A~ +---+ 4,_;, burada 4, ,;=P,(¢)

Bu smaliyyati ardicil olarag davam etdirsak, biitiin
4, (i=0,1,2,...,n) omsallatitm uygun ¢oxhadlilorin:
Py(x)=P(x) va Pix)... P.x)=a, (x=¢ oldugda)
qiymatlari ils ifads etmak miimkiindiir:

Ay =P 8)
A, =F(E)
4, ,=P(c)

...............
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burada P, (x) c¢oxhalilori, Py(x) ¢oxhadlilarindsn
asagidak distur vasitosilo alinir:
Px)=(x—&P_,x)+P(&), (k=012..n).
P,&), Py(&), Py(&),.... amsallarim hesablamaqdan
otrit Hornerin imumilogmis sxemindon istifada edirik:
a, a, @ - @y,
' &
bug b!‘: '"bw'f
bﬂ b.f bi" bn-]'
€6 €% €l

Cp € € = € =Pi(c).
Misal. P(x)=x'-8x’+5x+2x-7
Coxhadlisinda 3-doracali machulu yox edin, bunun iigiin
x=y+2 avozlomosini etmakle alinmis yeni ¢oxhadlini yazin.
Hoalli: Hornerin (imumilasmis sxemini tatbiq edak:
I8 3 2 -2
+ 2 -12 -14 - 24 Jz—

1-6 -7 -12 -31

2 -8 -30
! -4 -15 -42
2 -4
l1-2-19
2
I_.0
I
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Belalikls, yeni ¢coxhadli agagidak: gakilda olar,
Pry+2)=y'-19y7-42y-31.

2.3. Analitik funkisyalarin giymatlarinin
hesablanmasi

Haqgigi fix) funksiyasi £ ndgtasinds o zaman
analitik adlamir ki, bu négtonin |x-£|<R strafinda Teylor
sirasina ayrila bilsin:

ﬂ,‘x}=f[rf}+f'{-§]{!-—rf}+f-'-é1§—}(x—ﬂ=+"-+f—m;€£}'(x—§]"+" (16)

£=0 oldugda (16 sirasindan Makloren sirasini alinig:
¥ i)
A %’ +m+mx“ +e (17)

2 n!

Jix) = i)+ fiGx+
n o .
R (x)= fix) _z%ﬂ(x_ﬂ* fargi isa gahg hoddi
k=il ’

adlanr ki, bu f(x)-smu P (x)= i-f%:i@(x—rf}* ifadasi ila

avaz etdikdo alinan xatadan ibaratdir. Malum oldugu kimi

fir=ly =
R_f'x) - f l"f +ﬂrx 'ﬁyrx = I{JRH (] S}
m+1)!
burada 0<@</. Xiisusi halda (17) Makloren sirasi {iglin:
[m+1]
Re=L &) gy (19)
(n+1)!

burada 0<8<I. Bagga qaliq hadlari ds> méveuddur,
Funksiyamn Teylor sirasmna aynlmasi, bir gox
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hallarda, funksiyam hesablamag ficlin an sarfali isuldur.
Sgar (&) malumdursa va f7&+4) hesablanmas: talob
olunursa, burada - «kigik diizaligdirs, onda (16) diisturunu
asafjndaki kimi yazmaq daha magsada uygundur:
. (n})
fiﬂhh...ﬁ @y,
1

flE+h)=FE)+F(&ih+ 1
n!

Rp(x) (20)

i
burade  RW=T Gt et pepey),

fn+ 1)/
Misal: /10 -un qiymotini taqribi olaraq hesablayin.
¢
Halli. Jﬁ=43’+1=3ﬁ+£;3 (21)
£
fix)=(1+x)? gabul etsak.

1) =§r1+xﬁ

o
i

ST ==+

2
3

f‘i’x}=§t’1+xi
w 3 =z
A 7
7 (x mt’Hx)
burada £=0, h=% gabul etsak

S@=1, f =10 f==2 fO)=

(20) diisturuna asasan

o0 [ L
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r
1y % I N W
e v aalll

1+0.05356 —0.00154+0.00009+ R,
burada
I 15, 0= 1

R=———(14+—) 2-
24 m( 9” ﬁ:ﬁ: fﬁ&ﬂﬁfﬁ

(0<f<1) aydindir ki, | R,

1+ —)"

<§-107" naticada

fﬁSﬂﬁf
10 = 31623 £6-10~°

4. Logarifmik funksiyamn giymatinin
hesablanmasi

Vahidas vyaxm odadlorin tobii logarifmlori (glin
asafndaks ayrihs dogrudur.

3 d
x

.!?:H+:;J'=x-i;~+—3——x~4—+—--—+{—l}"' l‘:- +of=l<x<l) (23)

Sdadin dayismo hiidudu kigik oldugundan, yomi
0<l+x<2 oldufundan, (23) diisturu tabii logarifmamn
hesablanmas: iiciin o gadar d2 boyiik shamiyyata malik
deyildir.

Odadin tobii logarifmasim hesablamaqdan 6trli daha
alverisli diistur alag. Bu megsadle (23) disturunda x-i {-x)
ila avaz edak:

t'm‘."-xj=—x-—x——~—-————---——"——"- (24)
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(24) ifadssindan (23) ifadasini toraf-tarafs gixsaq
alang:

1-x ¥ x
LT L R
TRl
“=% _ z avozlomosi aparsaq alarq: x=—— naticado
I+x I+z
bz 1= 1f1=2Y
Ing = — i | res 25
iad ‘?L+Z+3[1+z] +5[}+z]+ )] 25)

(<z<4oo
gabul edok ki, x-miisbat adaddir. x-dayisonini asagidak:
disturla ifads etsok: x=2™ z

burada mdam sdsddic vo -ggus. (25) aycilignda

O & ovazlomasini etsak, alang:
1+z

3 2n—1

e =m2"z = mM+Lm=m2—J(.f+f—+m+ ¢
2 Zn—1

)Ry

D<é<

==, Rq- qahq haddidir vo asafidak: kimi
qiymatlandirilir;

In+l
R < Z % .
"1 2n4l

O<é< ;— oldugda, alarniq:

7
=&

sg.ﬂnagﬁrﬂda
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_ﬁ Ei‘rr-r.f

0 26)
S 42n+1 (26,
{26) barahursizﬁyinj daha kobud sakilda ifada etsak alariq:
0< i Asapidak: kimi avazlams
R“ .?ﬂ? +U (3) g -
aparsaq:
é:i# I .
U, = - k=12...), 27
= ok '
alang: Imx=min2—-2(u, +u, +---+u,)—R, (279
burada n2=0069314718...

Misal. In3-it 107 dagiglikla hesablayin.
Halli 3=2°.3<27.075 burada z=0.75

4
pdzz 023 1 o mss
I+ 175 7
u,=E=0.1428571 |
3
u, == =0.0009718
¢’ *
onda H,=—-—=ﬂ.ﬂﬂﬁﬂfl?
g
u, = =0.0000002
+ 0 1438410

(27') diisturundan istifada edarok yaza bilarik:

In3=2- 0.69314718-2- (.1438410=1.09861
In3=1.09861
onlug logarifmam: hesablamagdan 6trii, asafidaks
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diisturdan istifada olunur: lgx = Minx
burada M=lge=043429

2.5. Trigonometrik funksiyalarm giymatlorinin
hesablanmasi

1} sinx v2 cosx qiymatiorinin hesablanmasi

S 5 I
x arqumentinin gevirme disturuna gsason (sSx<-—
&

parcasini gabul etmak olar. Sgor 0<x 5} olarsa opda

alarug:
2n+]

o x
i = % (-t —— 28
st = % (1) ey (28)

Bgor % <x 5% olarsa, bu halda

o0 32'
sint=ecosz= ¥ (—1)"

n=0 {2n)!

; (29)

burada z=2—x va 0<z<™
2 E

(28) sirasimin  comimi, comlama oamaliyyati il
hesablamaq daha magsads uySundur: !
sinx=u, +uy+--+u, + R, (30)

u, - (k=123...n) toplananlan uyfun olarag
agagiidak: rekurent dilstur vasitasilo hesablamaq olar:
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»

— i (REER R
2k(2k +1)

=X, h,=

(28) sirasi ndvba ilo isarasini dayisen, |u,|Se hadlorinin
miitlaq giymstlari monoton azalan oldufundan, Leybnis
teoremina gdre onun qalg hoddi fgln asafidaks
giymatlondirma dofrudur:

fn+f

x —3
& .-

Bu halda comlonmoni saxlamag olar, bela ki,
|, | & alinar. Burada e-verilmis qahifin xatasidir. Analoji
olaraq:

cosz=v; 4V, +-+V, + R,

2

burada V=1, ¥,.,=——¥, (k=12...n-]
urada ¥,/ =1, ¥y, TR ( n-1)

1 zk |
va | Ru |..E {72?!}? Ej F;-hf |
Misal. 107 dagiglikls Sin20°30 hesablayin.

Holli: x=are20°30 = §+ ﬁ=ﬂ.3ﬂ‘ﬂﬁé +0.008727=0.357793
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(30) disturunu tatbiq etsok alang:
uy = x=0.357793

xzull
u; = =-{LN7634
2:3
XU r'
uy = = +{. 00048
4+ 5

2

x
Uy =— = —{} 000000
&-7 3

+0.350208

buradan sin20°30' = 0.350201.
2) tangensin hesablanmasi

Qabul etmak olar ki, &sxsf, 1x|<’—; oldugda tgx

tiglin asafidak: aynhs dofrudur
3 5 7 9
I
,!15‘-1f:~.:s.'+x—+'ZJII + % +62:~: PR
3 I5 315 2835

Umumiyyatla, tangensin giymatlari zancirvari kasrlar
vasitasilo hesablanir;

x
1gx = —
¥y

gabul etmokla, Lambert diisturu vasitasila yaza bilarik:

—y? .
st P s ae T
3 3 2n+1)
y-i 107" dagiqlikla hesablamaqdan &tril, adatan n=7
qabul etmak kifayatdir.
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3
yelox® .ﬁ-_;"? Ilr‘_'§_;1_-2 : r?—xz .'ﬁ—xz : f.”—.!l :”3—-1'2 T

imumiyyatla v hesablamaqdan 6&trii. adaton Qorner
sxemindan istifada olunur.

y=13-%515 | y =7y | yEvsl-xtiy,
J"_f:}-r"xl-'}"a }'s=5‘xi-'}r¢
Y= Xy, | 3= 3xys |

buradan aling: fgx = x
Yy

Misal. 1g4(F hesablayn. 4
Holli. x=arcd0® =-"_.40=0.698132
180

x7=0.487388=0.487388

buradan
0457388
yy= 13- = [2. 967508
13
0487388
yg=11- = 10.9624]3
12.9675
DL487388
¥3 =9 - ——— = 8055540
10962413
(1487388
yg=7- — = 6.955577
& 935540
0.487388
ys=5- = 4929928
6935577
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(L487388

— = 2.901137
6 4.029028
48
... T
' 4929028
va belaliklo naticada te40? = 2528132 _ 6 839100
0.832001

2.6. Hiperbolik funksiyalarin giymatlorinin
hesablanmasi

1) Hiperbolik sinusun hesablanmas)

X =X
-

Moalumdur ki shx = , bela ki, shf—x)=-shx.

Bildiyimiz kimi hiperbolik sinus {iglin asafdak:

ayrihs dogrudur: r

Ij Ij

she = x 4 — + —4+- [=00<X<+00)

3 M
x>0 oldugunu qobul edarak, hesablamam isa camloma
amaliyyati vasitasila aparagq:

shx=u, +u,+--+u, +R_,

b

burada u,=x e k=12,...n-1),
1=X Wy Jkakuju* ( J
R,-qahq haddidir. n2x>0 oldugda
Znef
RH {E =£ n+d
di2n+1)t 4
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r.i‘

Aydmdir ki, P
n2n+1) -

onda R «-ny

2) Hiperbolik kosinusun hesablanmasi

€ belo ki, ch(-x)=chx.

Bildiyimiz kirmi, ehx = © ;
Hiperbolik kosinus tigiin agagidak: yaziis dogrudur:
2 4
.
ﬂh—j‘l'}}"t'zr S B (m-:x*=+mj
hesablama, hiperbolik sinusda oldugu kimi comiomo
amoaliyyat: vasitasils apariimalidir.
chx=y+ w4+ « « +v.+R
x?
| J— —_— \Il
(2k - 1)2k
R,-gahq haddidir. n2x>0 oldugda alang:
4 x*" 4
R, < R
nz] oldufundan asafndaki barabarsizlik dogrudur,

xJ'

Vol =
(2n—1)2n

burada v;=1, v, (k=12,...n-1),

\—'”5—

vlr L]
2

2
da R, <—v,
onda 3

3) Hiperbolik tangensin hesablanmasi

et —eg™
- burada th(-x)=-thx
e't+e

=X

Malumdur ki, thr=
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Ix| kigik giymatlari iiglin hiperbolik tangensin giymatinin
hesablanmasi i¢iin asafadak: ayrihisdan istifads etmak olar:

PR TR e
thr=x——+

- + +
3 15 315 2935
x-in istanilon giymoati fO¢lin hiperbolik tangensin giymati

T
(xi<3)

asafadak: zancirvari kasr vasitasils apanlir.

o
1"3 5 n-1 |
Belo ki, x>0 oldugda bu kasrlorin elementlari
miisbatdirlar. thx, x>0 oldugda, o iki miinasib qongu kasr
arasinda dayisir. ' [
Ogor x>0 ¢ox béylik olmus olarsa, bu halda' thx

hesablamagdan otril thx=1- B.? 7 diisturundan istifads
e” +

etmok daha magseda uygundur.

2.2, Cabri va geyri-cobri (transendent)
tanliklarin tagribi halli

2.2.1. Tanliklarin kiklorinin ayrilmas:

Ogor cabri vo transendent tanliklar kifayat gador
miirokkab olmus olarsa, bu halda onun kéklorini nadir
halda dagig hesablamaq olar. Bundan basqga bozi hallarda
tonliyin amsallari taqgribi giymatlara malik olur, onda
tanliyin dagig kdéklarinin toyini anlayisi 6z mahiyyatini
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itirmis olur. Buna géra do tonliyin kdoklorinin tagribi
hesablanmas: va  onlann  daqiglik  daracasinin
giymatlondirilmasinin bdyitk shamiyyati vardir.

Tutag ki, f{x)=0 (31)
tanliyi verilmigdir. Burada
Jix) funksivas) sonlu va
sonsuz intervalda (a<x<b) yetix)
tavin olunmus va kasilmaz _f_
funksivadir. "

Galacakds biza funksi- P
yvamn birinci tortibdan 16ra-
masinin varlifn va kasilmazliyi Sakil 1
bazi hallarda ikinci tertib
toramanin varh@ talsb olunacagdir. fYx) funksivasim sifra
geviran istanilon ¢ qiymotlarina (3/) tonliyinin kéki deyilir,

Farz edok ki, (31) tanliyi valmz izola edilmis kéklara
malikdir, yoni hamin kékiin
elo otrafi var ki, ora bu
tanliyin bagga kokii daxil
olmur. (31) tenlivinin izols
olunmus haqigi kéklorinin
taqribi hesablanmas1 asa- 7
son, iki etapdan (marhs-
ladan) ibaratdir:

a) koklorin aynilmas:

yani els milmkiin six [of] par¢asimi ayirmaq lazaimdir ki,
orada yalmz vo yalmz (31) tanliyinin bir kékii méveud
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olsun;

b) Taqribi kékiin ds-giglagdirilmasi, yani homin
kékiln verilmis dagiglog-dirilmis giymatina ¢atdiriimas:.

Tanliyin tagribi kék-larini ayirmaq Ugiin riyazi
analizdon mealum olan teo-remdan istifads etmok daha
maqgsada uygundur.

Teorem. [af] par¢asinda kasilmayan f{x) funksiyass,
bu parganin son ndgqtalerinds miixtalif isarali giymatlar
alirsa yoni f(a)f(f)<0, onda bu parga daxilinda f{x)=0
tanliyinin an az bir kdki vardir. Basqa s6z1s desak £€7a g)
ela adad vardur ki, ff¢&)=0 barabarliyvini 6dayir.( $akil .1)

Ogor f(x) funksiyasimn (af) intervalinda toéramosi
varsa va bu L&romanin isarasi sabitdirsa, onda £ kokil var va
bu kék yeganadir. Tanliyin kéklarinin ayrilmasi prosesi
fix) funksiyasimin x=a, x=F sorhad nidqtasindo varlifi va
igarasinin tayin olunmasindan baslamir. (sakil 2)

Misal 1. fix)=x’-6x+2=0 (2) tsnliyinin koklorini
tayin edin.

Hoalli: Asapidak toqribi sxemi yazaq:

x |=o|=3|-1]| 01| 3| H+x
ffx) | = |-+ *+]-]+]| +

Beloliklo, (2) tonlivi fi¢ haqiqi kéka malikdir, bu
koklar (-3,-1), (0.1) va (1,3) intervallarinda yerlasir.

Misal 2. f{xj=x+e'=0 (3 tonliyinin hagigi
kéklarini tayin edin.
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Hoalli: fx)=1+e>0 va [(-x )= f{ +x)=+x
Belalikla, tanliyin yalmz bir haqigi kokii vardir.

2.2.2. Tanliklarin grafiki halli

J{x)=0 tanlivinin hagiqi kéklori, »y=fix) (32)
funksiyasimin ~ grafi-
kinin abssis oxu ilo
kasigmasi gotiraliar,
ogar (32) tanliyinin
bir-birina yaxin kdék-
lari voxdursa, ondabu  °
iisulla onun kdklari
asanhgla aynlbr. Tae-
riibada ¢ox vaxt (32) tonliyini onunla eyni kiiclil olan

pix)=P(x) (33)
tanliyi ilo avaz etmak daha magsads uySundur burada ¢/ x)
va ¥(x) —funksiyalar, fyx) funksiyasindan daha sads
funksiyalardr.

Axtardifimuz kitk y=¢/x) va yp=¢(x) bu iki
funksiyamun grafikinin @ kasigma ndqtalorinin  absisindan
ibaratl olacaqdur.

Misal 1: xlgx =1 (34)
tanliyini grafiki hall edin.

Halli: (34) tanliyini asagndak: sakilda yazaq

g

lox ==
x

H

Sakil 3
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Aydindir ki, (34) temliyinin koéki y=lgx
logarifmik funksiyasi ila, y=— hiperbolik funksiyasinin
X

kasisma ndqtalorinin absisindan ibarat olacaq ¢=2.5.(sakil 3)
2.2.3. Yariya bilma iisulu

Tutaq ki,  f(x)=0 (35)
tonliyi verilmisdir, burada f{x)-funksiyas: [a.b] par¢asinda
kasilmoaz funksiyvadir va f{a f(b)<0. [a,b] pargasinda (34)
tanlivinin kékiinii tapmagdan 6trii bu pargam yariva bélak,

Jdgor fra—;ﬂb) =() olarsa, onda fzﬂ—? (34)

a+b

tanliyinin  kokidir. 9gar &= olarsa, bu halda,

parcanin [:a.'i;-?-:l, yaxud l#.b} birini gdtiririlk ki,

onlarin birinin sonunda f{ x) funksiyasi il aks isaral olsun.

ogar sixilmus [a, b,/ pargasim yenidan ikiys bdlsak
yuxarnda gostariloan amaliyyati davam etdirsak v.s naticada
hor hansi bir marholada (35) tenliyinin ya dagiq hallini,

yaxud bir-birina ardical olan [a),bi], [az,bz], ..., [2a,bn],
par¢alarim almus olang ki, burada

fla,) f(b,)<0 (n=1.2....) (36)

b, -a, =_%ra—bj _ (37}

belo ki, a, a,....a, sol uclan azalmayan mahdud ardicillig,
63



sag uclan b, b, ,..., b, iso monoton (37) barabarliyina
asasan, onun mumi limiti
E=lima, =lim b,

n—sco gorti ilo limito kecsak (36)-daki f7x) funksiyasimin
kasilmazliyins asason f{x)<0 olar. Burada olan f{'&) =0, yani
&(35) tanliyinin kékidiir, Aydindir ki,

0<@E-a,)< fj;rbua) (38)

belalikla agar (35) tanliyinin kdklari aynlmayibsa, bu halda
(35) tanliyinin kéklarindan birini tapmag olar.

Yariya bolma fisulu tacriibi olaraq tanliyin koklerini
kobud sokildo tapmaq figlin on olverigli fisuldur, belo ki,
dagiqliyi artirdigda kifayat qadar hesablama smaliyyatimin
haemi artir. Onu da geyd etmok lazimdir ki, yariya bélma
isulu elektron hesablama maginlarinda daha asan icra
olunur, Programm elo qurulur ki, masgin (35) tonliyinin sag
la.b] parcasimn har birinin ortasinda hesablansin, bu
giymatlerin har birine uygun galon giymatlori se¢ilmalidir.

Misal: Yarrya bélme iisulundan istifads edarak,
agafndaki tonliyin koklorini [0,1] pargasinda dagiqlagdirin

f(x)=x"t2x"x-1=0.

Halli: Ardicil alang:

J(0)=1, f(1)=1

F(0.5)=0.06+0.25-0.5-1=-1.19

f(0.75)=0.32+0.84-0.75-1=-0.59

f(0.875)=0.59+1.34-0.88-1=0.05
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f(0.8125)=0.436+1.072-0.812-1=-0.304
1(0.8438)=0.507+1.202-0.844-1=-0.135
F(0.8504)=0.546+1.270-0.859-1=-0.043

/)
{= Em 8504 + 0.875) = 0.867 .

2.2.4. Miitanasib hissalar iisulu (vatarlar iisulu)

f{x)=0 tonliyinin [a,b]par¢asinda {- kokiini daha tez
tapmaq figin sads dsul
versk, bela ki, ffa) f(b)<0
milayyanlik G¢iin f7a)<0 va
fib)>0 gabul edak. [a.B]
pargasini  yariya bd&lmak
avazina, daha tabii fla)fib) -
nisbatini gotirmak lazim-
dar.
Bu biza kékiin togribi
giymatini verir:

v, (39)
burada, b= -fla) | x,=a+h,
- fla)+ fib)
;,I=_—&m_q,=___f"L S (40)
= fra)+ fib) fibi— fia)

Bu iisulu [a, x,] pargasina, yaxud [x,b] pargasina
tatbiq etsak, bela ki bu pargalarin sonunda f{x) funksiyas
isarasini dayisirss, bu halda ikinci yaxinlasmani x almus
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olarig va s.

Miitanasib hissalar isulu y=f7x) synsinin, Ala, fra/]
va Bla, f(b)] (sakil 4) ndgtalarindan kegan vatara
ekvivalentdir. Dogrudan da AB vatarinin tanliyini asafidaka
sakilds yazmagq olar:

x-d__y-fi@)
b-a  fib)- fla)

burada, x,=x va y=0 qabul etsak alang:

fa)
x;=a—~—f~—{b—a} (417
ftb) - fra)
(41") diisturu tamamilo (40) va (41) disturlan ilo
ekvivalentdir.

Prosesin yifilan olmas: Gglin, yani kékiin ayrilmas:

figin f{x) funksiyasimn ikinei tortib /™ x) (Gromasinin [a,b]
pargasinda isarasi sabit olmalidir,

Tutaq ki, milayysnlik Ugilin, a<x<h pargasmda
Jix)=0 ((f"{x)<0 halini, baxdifimiz hala ff x)=0 saklinds
yazmaqla gatirmak olar).

Bu halda y=f/x) funksiyasi qabarnghg asagiya
vonalmis olacag, yani 0z vatorindan asafda yerlogacokdir.
Burada iki hall mimkiindiir:

1. fa)>0 (sokil 5) 2. fla)<0 (sokil 6)
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fim) 3

Sakil 5 Sokil 6

Birinci halda, a ucu tarpenmaz vo ardicil yaxinlagma:
X=b x, =x, - }%m —a) (n=0,1,2,...) (42)
Belalikla, azalan mahdud monoton ardicillig alang
A< X, <y
Ikinci halda, b ucu torpenmaz qalaraq, ardicil
yaximnlagma:
g g, s SO e
R Xy =%, =B B, 3
Gorlindilyil kimi, mahdud artan monoton ardicilhg
alinir, belo ki,
XX <X, v KX, 0 <d<h
Bunlan timumilagdirarok asafndak: naticays galirik:
Jfix) funksiyas: ilo onun ikinci tortib f"(x) téromasinin
1garasi list-listo diigan uc tarpanmoz olur (sakil 6).
Ardicil yaxinlagma x,, & kékiiniin o terafinda yerlasir
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ki, orada f{x) funksiyasimmn igarasi ikinci tartib t6ramanin

(/(x)) oksino olmus olsun. Umumi hallarda har bir x,

yaxinlagma £ kékiins daha vaxin olur, nainki x, ardicilhin.
Tutaq ki, & =1limXx, fa<é<h).

Limiti wvar, ginki {x,} ardicalhfn mohdud va
monotondur.

Misal: f(x)=x"-0.2x"-0.2x-1.2=0  tanliyinin
0.002 daqiglikls miisbat kdklarini tapin.

Halli: har geydan avval kdki ayiraq.

Belo ki, f{1)=-0.6<0 va fi{2)=506>0

Axtardiimuz ¢ kok (1,2) intervalinda verlasir.
Alinmig interval gox bdyiik oldufu Giglin yanya bélak.

f{l.5)=1.425, onda I<f<l5

Ardicil olaraq (40) vo (41) disturlarim tatbiq etsek
alariq;
' 0.6

,=l+—(I5-P=1+015=115, =-0.]73,
; 1.425+0.6 ¢ ftx,)

0.073
Xy =L15+——————(1.5-115)=115+0.04=1.190,

1.425+0.073
flx,)=-0.036,
0.036
x3 =009+ ——— (1.5~ 1.19) = 119+ 0.008 = 1.198 ,
1425 +0.036

f(x,)=-0.0072,

x;<x<1.5 oldugundan f(x)=3x"-0.4x-0.2

68



f(x)=z3- 1.198,0.4- 0.5-0.2=3- 1.43-0.8=3.49, onda
qabul etmak olar ki, 0 <{-x; < it
3.49
Belaliklo, ¢£=1.198+0.0028, 0<B<Il, tanliyin dagiq
kokii £=1.2.

w 0.002,

2.2.5. Nyiiton iisulu (toxunanlar iisulu)

Tutag ki S(x)=0 (44)
tonliyinin [a.b] parcasinda ¢ kéki ayrilmusdir, f'(x) wva
f"{x) téromolori hamin par¢ada kasilmoz va 6z isarslorini
saxlayirlar. Tonliyin kdkiiniin »-ci yaxinlagmasmm x,~¢
(a<x,<b) biz homin koékii Nyiiton Usulu vasitasila
daqiglasdiro bilarik.

¢=x,th, (45)

burada h,-sonsuz kigcik kemiyyatdir. Buna Teylor

diisturunu tatbiq etsak alariq:

0=f(x,th)=f(x,)+ i
+hf'(x,),

ftin)

Bu dizolisi (45)
diisturunda etsak, onda
asapndaky toqribi  kékii
almus olang.

"
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Sy )
flag )
Handasi olaraq Nyiiton fisulu y=f{x) ayrisinin ¢cox boyiik
olmayan govsiiniin onun har hansi ndqgtasinds ¢akilmisg
toxunam ila ekvivalent oldufunu gostarir. Milayyanlik
figiin forz edok ki, f/™(x/>0 a<x,<b oldugda vo f7b)>0
{sakil 7.)
x,=b secak, belo ki, fix;) f'(x,)>0
y=f(x) ayrisine By/x,f(x;)] néqtasinda toxunan ¢okok, ¢
koékiinlin birinci yaxinlasmas: kimi x,, bu toxunanm absis
oxunun kasisma ndqtasi gdtliriiliir.

B,[x,f(x,) ] négtasindan yenidan toxunan ¢akok, bu
toxunamin ox oxu ile kesismo néqtesi ikinci x,-ni
yaxmlashmani yani £ kékiinii verar va i. (sakil 7). Aydindir
ki, B [x f(x,)] (n=012,...) ndqtasinda toxunanmmn tanliyi
yf(xJ)= (x)(x-x,). y=0 va x=x,., gabul etsak (46)

diisturunu alang:

(n=0,12,....) (46)

Yael =%p—

_ fix, )
Y
Onu da geyd etmok lazzmdir ki, bizim halda x,=a va
J(xe)f"(x,)<0 oldugda, y=f{x) oyrisine Ala .f(a)]
nogtasinds ¢okilmis toxunan absis oxunu x-ndqgtasinds
kasir ki, bu da [a,b] pargasmin xaricinds yerlagir. Ona géro
da Nyiiton iisulunda A4-ndqtesini baglangic noqtesi kimi
gotiirmak tacriibi olaraq sarfali deyildir. '
Belsliklo, bu halda «yaxgm, ardicil yaxinlasma elo x

Irlﬂ
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ndgtasi gbétirilir ki, onun iigiin
J(x5) (%) >0 (47}

horabarsizliyi ddanmis olsun.

Misal. Nyiiton fisulu ila f{x)=x"-3x*+75x-10000=0
tonliyinin monfi kékiinii bes rogomlo hesablayin.

Halli: Tonliyin sol torafina x=0, x=-10, x=-100,
giymatini yazsaq alanq:

f(0)=-10000, f(-10)=-1050, f(-100)=+10°

Beloliklo, axtardifimuz kék £-100<{<-1() intervalinda
yerlagir. Baxdifimuz intervali bir godar darlagdiraq. Bela
ki, f(-11)=3458, onda -1]<¢<-10. Bu son intervalda
f(x)<0 va f'(x)>0, f(-11)>0 va f"(-11)>0 oldugundan,
Xx,=-11 baglanfic néqtasi kimi gabul etmak olar. Sonuncu x,
yaxinlasma (n=0,1,2,... ) asafadak: sxem {izro hesablanir;

n Xn frxrr) Jﬂlrxp) 'ﬁﬂ " ﬁ#

fix)
0 -1 3453 | -5183 07
1 -10.3 134.3 | -4234 0.03
2 | -10.27 37.8 -4196 0.009
3 | -10.261 0.2 - -

n=3 gabul edarsk f(x,+0.001)=f(-10.260) isarasini
yoxlayirig. Belo ki, f7-10.260), onda —10.261< ¢ <-10.260).

Bu ragomlordan istonilon biri axtardifimiz yaxinlagmani
Verir.
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2.2.6. Iterasiya fisulu (ardicil yaxinlasma iisulu)

Tanliklorin adadi holli {iglin istifads olunan asas
fisullardan biri ardicil yaxinlagma (iterasiya) Gsuludur. Bu
fisulun magzi asagidakindan ibaratdir.

Tutaq ki, ftx)=0 (48}
tenliyi- verilmigdir. Burada f{x) -kasilmoz funksivadir ki,
onun haqiqi kékiiniin tapilmas: talab olunur. (48) tonlivini
onunla eyni giiclil olan

X=¢(x) (49)
tonliyi ilo ovez edak. Her hans: iisul vasitasile x, kdkiiniin
qiymatini tapiriq va bu giymati (49) tonliyinin sag torafinda
yazirlg va2 har hansi x, adadini ahng

X =p(x,) (30)

(50) borabarliyinda x; -in yerina x, adodini yazsaq yeni bir

x,~p(x,;) adadini alang. Bu omoliyyati tokrarlamis olsag
olarg.

X=0(%)  (n=12.). (51)

Ogar bu ardicilhg wifilarsa, yoni £ =limx, limiti

varsa, bundan basqa ¢(x) funksiyas: kasilmazdirsa, onda
. . = 3 x " 52
xfiﬁa n =@ Iim %p—) (52)

X=>c0
yaxud {=o(¢).
Belaliklo, £ (49) tenliyinin kdkiidiir va onun giymati
istanilan doqiglikla (51) dilsturu vasitasilo hesablanir.
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Handasi olaraq ardicil yaxinlasma fisulunu agafidaks
kimi izah etmok olar. xoy miistavisinde y=x va y=¢(x)
funksiyasimin qrafikini qururug. (49) tenliyinin her bir ¢
hagiqi kékil y=¢(x) ayrisinin x diiz xatti ilo kasigma ndqtasi
olan M ndqtosinin absi-
sindan ibaratdir (sakil 8).

Ay[xp 9(x,)] n6Q-
lasindon  baslayarag A,
B,A, B.A. xatti (pillova-
ri) qurulur, burada A, "
A, A,. ndqtalori y=e(x) Tyn = .
ayrisi izerinda, B, B, B, Sokil 8
B, néqtalari isa y=x diiz xatti fizorinda yerlagirlor. Aydindir
ki, A, va B, A, va B,.. ardicil olaraq ¢ kokiino yaxmlagnug
olacaq. Sakil 8-dan gdorlindiiyli kimi, y=¢(x) oyrisinin ¢~
koékil otrafinda |p“(x)|<0 iterasiya prosesi yifnlacaqdir.
Bgor ¢'fx)>1 halimi nozordan kegirsek, bu halda iterasiya
prosesi ola bilar ki, daglan olsun. Iterasiva prosesini
tacriibads tatbiq etmokdan 6trii, bu prosesin yifalan olmas:
figiin kafi sorti vermak yerino diigordi. Bu sarti teorem
soklinda isbatsiz olaraq asafndak: kimi verak.

Teorem. Tutag ki, ¢(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda
tayin olunmus va diferensiallana bilon funksiyadir, bela ki,
onun biitiin giymatleri ¢(x,)€la, b].

Onda, agar har hansi ela diizgiin g kasiri vardir ki,
o'(x)<g<l oldugda, (53)
a<x<b intervahnda, x,€[a, &] baslangic néqtesindsn asili
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olmayarag :
x.n= ;pa rxﬂ-h’; {'ﬂ=fl‘2i“) fﬂ}
iterasiya prosesi yaflir, onun limit giymati £= ;. x,

X—

=¢(x) tenliyinin
[e. 5] par¢asinda
yegana giymatidir, 2.,
Misal. x-sinx=0.25
tonliyinin  istanilen
dagiglikls hagigi
kokiind tapin.
Halli:Verilmis tonliyi Sokil 9
x=sinx+0.25
soklinda yazaq,

Qrafik isulla tonliyin (1.1, ].3] par¢asinda bir haqiqi ¢
kékiinlin varlifn mioyyn olunur ki, o, x,=/.2 barabardir
(gakil 9).

a=1.1 va f=13
buradan a=a-(f-a) =0,9=are52° vo b=p+(f-a)=1.5=arc86’

Belo ki, ¢(x)=sinx+0.25 va ¢p’'fx)=cosx onda,
0.9<x<15 alang ki,

lo’(x)l<cos52°=0.62=q
agar x,€la, bl segsek, onda bitiin x =sinx, ,+0.25,
(n=1,23,..) ardicilhifamin yaxinlagmasi (0.9, 1.5) intervalina
daxildir va n—e, x,—¢ x,=/.2 qabul edarsk vo misalin
gartino asasan miltlag xata '
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1
.:_,HJ—EI
g

x, ardicil yaxinlasmas: o vaxta kim qurulur ki iki yaxin
gonsu qiymoti x,, va x, qiymatlorinin farqi, buraxilan xata
ila fist-lista diismiirlar.

P i
d e ::cﬂj—jﬂz = (.0025 X Rlﬂ.ﬂq
q £

x,=8inl.240.25=0932+0.25=1.182,
X, =8inl.182+0.25=0.925+0.25=1.175
x; =58inl. 175+0.25=0923+025=1.173,

x, =sinl.173+0.25=0922+025=1172

x5 =5inl 172+025=0922+025=1.172,

Dérdiinet  va  beginci  yaxinlagma  ragamlari
gorindiyil kimi iist-fista distirlor.

Buna géro  |x-¢l< !—g-& | x, —x,.,| -9sason
0.6 -0.0001
|x5—¢ g ————=0.006.
{—-062

Belalikla, x,-in miitlog xatasi heg bir yuvarlaglagma
aparmadan

| A )
E=00016+0002<—-10¢ -ni
2

asmur. Onda alang ki,
&=1.17+0.005,
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2.2.7. Xatti tanliklar sistemininin Tterasiya vo
Zeydel iisulu ila holli

Umumiyystls, xatti tenlikler sisteminin halli isullan
asasan iki grupa bolinir:

1. Dagiq iisullar sistemin koklorini hesablamagq iigiin
alqoritmlordan ibaratdir (mos: Kramer qaydasi, Gauss
isulu, bas elementlor disulu, kvadrat kéklor tisulu);

2. fterasiva iisulu verilmis daqiqliklo sistemin
kiklarinin yifalan sonlu prosesiar vasitasilo hesablamagdan
ibaratdir (bunlardan: iterasiva fisulu, Zeydel suly,
relaksasiya fisulu va s.)

Alnmus koklorin yuvariaglasmasimi nazars alsaqg, bu
fisullar da toqribidir, fimumi sakilds koéklarin xatasim
hesablamaq cotinlosir. fterasiva fisullanndan istifada
etdikda is2, alava olaraq Gisulun xatalan da Gizarine galir.

Onu da gevd etmak laznmdir ki, iterasiya fisullanmn
somoalali fatbigi baglan@ic yaxinlasmamn qiymatinin
segilisindon vo vifilma siiratindon asilidir.

2.2.8. Xoatti tanliklor sisteminin tars matrisa
vasitasila halli

Tutag ki, » mochullu 7 xotti tonbiklar sistemi
verilmigdir:
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a; %, Ak tota,x, =b

a“l‘, +a22x2 + ...+ﬂ'2ﬂ.1'" = b_z

(55)
a,x;, +a,x,+..+a x, =b,
.o
e " S T e
(ST . |
Qeyd edak ki, bu matrisa (55) sisteminin amsallarindan,
bJ’
B=|" (57)
'&n
siitun matrisi is2 sarbast hadlardan tartib edilmisdir vo
X
Xu|™ (58)
X

matrisi isa machullardan ibarstdir. Onda sistemi qisa olarag
matris tanliyi soklindo asagidak: kimi yazmagq olar.

AX=H (59)
(55) sistemini sifra geviran x,x,...,.x, (yaxud X) giymatlar
¢oxlufuna homin sistemin halli deyilir, x-isa (i=1.2,...n)

onun koklari adlamr.

Ogar 4 matrisi geyri-moxsusidirsa, yani
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onda (55) sistemi ve onunla ekvivalent olan (60) matris
tonliyi vahid halla malikdir.

Dogrudan da det4+#0 sorti daxilinds 4~ tors matrisi
médveuddur. (59) tonliyinin har torafini 47 vursaq alarig:

A'AX=A"B
X=4"B (61)

Aydmdir ki, (61) diisturu (59) tonliyinin hallini verir.

Misal. Asafidak tonliklor sistemini holl edin

-2%,+ x4 x; =0

Halli. Verilmis tenliklor sistemini matris saklinda
yazaq:
3 =1 0|lx 3
-2 1 1If|x|=|0
2 =1 4||x 13

Verilmis sistemin 4 matrisinin determenant.

78



3 -1 4
detdA=-2 1 [I=5=0.
2 -1 4

A" tars matrisini hesablasaq alariq;

¢ 1
] 3
K & SR
At=l2 = -°
5 5
I
ﬂ - e
ol e 58
pl 2
‘I‘ . i
X, ] 5 5
12 3
Buradan, x; |=]2 ZWhea
5 5|,
X ! !
3 Bre =
. ¥ F

x;=2, x,;=1, x;=3.

n>4 tortibli 4 matrisinin A" tors matrisini birbasa
hesablamag ¢ox vaxt talab edir. Ona géra do tacriibada (61)
diisturu nadir hallarda tatbig olunur.

2.2.9. iterasiya iisulu
Machullarin say1 ¢ox oldugda Gauss {isulu 1l xatti
tonliklor sisteminin daqiq hallini almag haddindan artiq

¢atin olur. Bu halda sistemin koéklorini tapmagdan otrid
togribi hesablama isullarindan istifads etmok maqgsada
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uygundur. Bu fisullardan biri iterasiva isuludur.
Tutaq ki, xatti tenliklor sistemi verilmigdir
dyx; + QpX;t o+ oa,x,=b

a %+ agx,+ ..+ a x =b

dy 4y ap, X b,
a, a, a x

A=|% %= wi. p|*2|. p=|™
aml aHJ ﬂN‘r Ih- b.u

(62) tonliklor sistemini qisa olaraq asagidaks matﬂﬁ—laniﬂc

saklinda yazaq:
AX =B (62)
Diagonal matrisin elementlorinin a# 0 (i=1,2.3....,
n). (62) sisteminin birinci tonliyini x -2, ikinei tenliyini x -0
nazaran va 8. holl etsak, ona ekvivalent olan asafdak:
sistemni almig olarig
X, =B +apx, vaux, +..+a,x,
X; =8, +@,x, 8%, +... 4 8,,%, 65

xrl ~ ﬁﬂ +ﬂn|fx.l' +aﬂ3x2 +""+arul—!xn—.|’
b, a .., i
burada §, =", @, =——; i# j vaagl i=joldugda
a. a, ¥

(ij=12,...)
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By By o Ry By

o™ %2 ~ % B By
By Ty o Epy 8,
Svorlome aparseq (63) sistemind ggafndaks matsis
tonliy soklinds yazmeg oy

Ao EE3N
(63) sisteminmi archel vaxmlagma fsule i bell
edacovik. Sifty vaxplagma kimi, masolen sorbost hediarin
situnug gebul edeoayik.
=g
Ardied glaraq siiun-matrisini yazrg
EV=frax™,
Birinel yaxntagma
¥ =faax
Jkinei vaxmiasma va 5.
Unvamiyyath, fk+] -0l yaxsmlagma :
Ketimfeny™ (k=012...) (&4}
distury ila hesablamr,
Sear XY, XV, X, L ardiml yaxintegirams fimitl
vacsg X= fim X™, onde homin Hmit (63) sisteminin

k=5 wo
talfidic. Dolndan da (64) Doeabssiiyinde finits Togssk
aking. mx*'” =f+a fﬂ;‘“ vaxud ¥=§+ral
Belelills, X Mk hetn (67) Satesinic, hawm do
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Hamip disturlan agnq gokilds yazsaq
xq,*@ 'ﬁ;‘
X*f"fﬂ =8 +E.;ﬁ¥xiﬁ
=5
(e, =Gi=L2 mk=0L2.. }
Orm da geyd etk lazundir ki, bazon (62) sistemini
(63) soklinda yazmas alverishdir, bela ki, feq 04
dx, +0.24%, - 0.008x, = &
Misal, (0% +3x, =015, =9 (65)
i thtx, — L O08x, + o, = 20
tanfiklor sistemini iterastya fisulu ik holl edsk.

Hafli Diagonal matrisini clementleri 4, 30 4,
sisterin mochellarmn digar smsallarma nishaten hbyitk
aiymate mabkdir, Bu sistami normal gokls (63) gatirak.

x; =2 ~[1.06x, + 0,08,
x, =3 0,03, +0.05x, (66)
x; =3 —0.00x, + 0,02,

{66) sistemini asafrdak: matris yoklindo yazag

| |2 i 008 002 ix
gy l|=|3]+]-08F 4 883 |x,
) (5] (-00F 082 0 {3

(62) sistermni Uchin kBkiin mfir yaonlasmass kv
asapdakilan gqobul edek: x/¥=2 x»=31 x,/%=5 Be
givmatlari (66) tonlivinin saf twofindo yazsag kikim buino
vam lagmast g alang:
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%/ =2-0.06-340.025=1.92,
x, M= 300324085 5=3 19,
A, = 5000 24002 3=5.04
Tapilan bu qiyeetlori (66) indasindy yazeaq ikinc
vaxiniasmam aloes l:lam
&, = 19082 x,Y =3.1944, x,"'= 5.0446
‘&'cmdau bu omelivyaty davam eidirsok koklarin
igtingll vaxmlagmas Ogiin asaficake givmadori alarg,
x/Y=F 0082 x,"=3.7949 x,=5 0448 vo 5. hesablamamn
naticalor asaidak cadvalde ghsiorilmaydir.

x!t‘#‘#

X;ﬁ'!

K,

2

3

3

£.92

219

Ja

}.909¢

31844

504496 |

wl tal | @

19202 | 37905 | 590448 |

2.2.168. Zeydel iisuby

Zevdel  Gisulw, ilerasiva Usulunum  basga bir
farmasindan iberatdir. Onun osas idevas x, machulunun
givmatisring hesabladigda {F+§ )-ci yaunlasmeasinan nazars
almmasidir.

Tuiaq ki, cevrilmis xotti ssiem asapsdak: sokilds
verilmisdi;

x, =8 +§ﬁyx; (i=12..%}
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Kisktin baglandpe vaxmbagmes givmaitbarind segirik.
Xy s T
Bu giymatleri sepdikds elo etmayo galemalyvig ki,
mritay yon moneds axlardiimmaz
Ky Xy ooy Xy
wizehullanng vyfen olsenlar.
Tuotag ki, A-veunlasmamn %™ koki molumdur,
Zeydel qaydasine ssasen (k+/} yaunlasmasmn togribi
kdikit asafrdaks diisturlaria hesablanse

& S
=B *%“Exj
4

i3
P =P vaysf ™ + 3 gz
=z
-l : "
x{ = B+ LagE N+ Papx
= o=

L o L]

g +§#,¢xf*”+amrf" G =01.2..}
=i

Adaton, Zeydel fisulu sads Herasiya dsuluna nisbolon
vuxgs yilihy, ancaq o, ¢ox bévitk hesablamaya sabob elur.
Zeydel ilsuhy fterasiva Osulunun hatte dagildi@s halde da
yiflir, ancaq be hemiso elmus. Onu da geyd etmak lazmd
ki, Zeydel itsuln bazoy iterasiyva Osuluna pisbaton zaif yiglir,
Eh hallar da méveuddur ki, iterasiva Gsule wibe. lakin
Zeydel iisulu dajihr.
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Misal, Zeydel {isulu ila asagidak tonliklar sistemini
hall edak
10x, +x, +x; =12
2x, +10x, +x; =13
2x +2x;, +10x; =14
Halli.  Tanliklor sistemini iterasiya tsulu fgiin
alverigli olan sakla gatirak.
x, =1,2-0,1x,-0,Ix,
x,=13-02x,-0Ix;
x;=1,4-02x; —0,2x,

Kékiin sifir yaxinlasmas: kimi asagidaki qiymoetlari

gotlirak.
x,9=1.2, x,=0, x,/"=0,

Ardicil olaraq Zeydel tisulunu tatbiq etssk alang:

x,"=1.2-0.1-0-0.1-0=1.2,

x,'"=1.3-0.2-1.2-0.1-0=1.06,

x;'M=1.4-0.21.2-0.2-1.06=0.948,

X ;”" =1.2-0.1:1.06-0.1-0.948=0.9992,

xJ”*' =]1.3-0.2:0.9992-0.1-0.948=1.0054,

x,/=1.4-0.2:0.9992-0.1-1.0054=0.9991,
hesablamanin naticalori dérd ragam daqigliyi ile asagidak:

cadvalda verilmisdir.

A x, 7 X X,

] 1.2000 00000 2.0
1 1.2000 1.060) 0. 9480
2 0.9992 154 09001
3 0. 9996 100817 IR TIT
4 1.0000 10000 10004
3 1. 0000 I.0000 1. 0000
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Koklarin dagiq giymatlari: x,=/, x,=1, x;=1I.
3. FUNKSIYANIN YAXINLASMA MOSoLasI

Tutaq ki, har hans1 ¢,(x), @,(x), * - -, @.(x),
funksivalar coxhifu verilmisdir, galacokds omlann kifayat
gadar hamar oldugunu gqabul edacoyik. Bu sistemi biz 2sas
sistem adlandiracafng.

O (x}=copol X )T i@, (x)+ - +e,9,(x) (1)
buradac, ¢, ¢, + -, ¢,—sabit emsallar olub, imumilagmig (1)
polinomunun smsallar adlamiriar. Xiisusi halda, sgor osas
sistem x—dayigeninin derocaleri tam miisbat adadlordirsa,

yoni @y x)=1, @,(x) =X, @i(x)=X", © @, (x)=x",

onda O _{x)mcohcx¥e i+ - +ox™,

bu adi m daracali polinomdaur.

Dgar, (X )=a, @,(x)=cosx, p,(x)=sinx," - @y, ,(x)=cosmx,
Por () =sin2mx,- - - , onda,

Q.. (x)=a;+ta,cosx+bginx+ - - +a,cosmx+b sin2mx  (2)

(2) polinomu trigonometrik polinom adlanr.
Funksiyamn yaxinlasmasi haggqinda masole asafidak: kimi
goyulur. Verilmis fix/ funksiyasim elo imumilasmis m-
daracali, Q./x) polinomu ilo avaz etmak lazmdir ki,
verilmis A={x} ¢oxlugunda meyl on kigik olmug olsun. Bu
halda Q,.(x) polinomu {imumi halda aproksimasiya edan
polinom adlanir.

9gor X coxluju aym-ayn x, X, X..X, -
noqtalorindon  ibaratdirss, onda yaxmlagma noqtalori
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adlanr.

Ogar X voxlugu asx=b pargasinda dayigirse onda bu
yaxinlagma inteqral yaxmmlasma adlanir.

Tacritbada, xilsusilo geofizikada 2sas funksiyanin
yaxmnlasmas: kimi adi vo trigonometrik polinomlardan
istifads olunur. ;

Iki funksiyanin meyli anlayigina goldikda iso,
soraitden asih olarag onu mixtalif ciir basa dismak olar.
Bu halda, biz miixtalif ¢iir tagribi hesablama nszasriyyasinin
masololorini ala bilorik: 1) integrallama, 2) orta kvadratik
yaxinlasma, 3) miintozam vaxinlasma va.s. Bu masalslari
asash olaraqg nazardan kegirak.

3.1. Funksiyamn interpolyasiyas:

Verilmis f{x) funksiyasi va @, (x)=a,+ax+a,x’+ -
+a,x" polinomu o zaman yaxin adlanir ki, onlar verilmis
Xoo Xy X,...X, nDogtalorinda ist-Gste diigmiis olsun. - Bu
nogtalor interpolyasiyamn dilyiin ndgtolori  adlanur,
Belolikls biz interpolyasivanin asagndak: masalasine galmis
olurug: Verilmis f(x) funksiyasi Giglin ahomiyystli qadar
kigik daracali elo @ (x) polinomu tapmaq lammdir ki,
verilmis x, (i=0,],2....n: x#x, # oldugda) néqtslorinda
f(x) fHinksiyas: ils Ost-Gista diismfls olsun, yoni
Oa(x)=f(x) (i=12...n)

Belo O,.(x) funksiyasi interpolyasiva funksiyasi
adlanir.
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Moalumdur ki, daracesi n—don biylk olmayan vahid
polinom méveuddur ki, verilmig x,x,,...,x, nogtalarindaki
giymatlori ahr. Ona gbérs m=n gobul etmok olar. Q_(x)
polinomunun omsallarim asagidak: tonliklor sistemindan
tayin etmak olar.

(@, +a,x, +a,x> +++a xl =y,
@y +a,x, +a,x; ++++a,x; =y,

1o oMU A 3)

2 =
| gy tax, +a,x, +t+ax=y,

Bu sistemin determinanti Bandermond determinant:
adlanan asafidaki determenantdan ibaratdir

|
I 35 x5 = x5
1 x _x'? e x"i
- i ! 15 L .
4= = ||(:car x,)#0
weooemw e WS iR
7% % ool

Bu halda (3) sisteminin yegana halli vardir.

(3) sistemi vasitasi ilo omsallan hesablanmg L (x)
polinomuna Loqranjin interpolyasiva polinomu deyilir.
Logranjin interpolyasiya polinomunu f{'x) funksiyas: iigiin
asafidaki sakilds yazmag olar:

e (xox ) —x ) x—x ) —x, ) (x-x,)
Loy = Z (x, — X, )0, —x; ) (%, =%, JI':’E. _xu.rj"'#r = -":D Gl
Eyni masafodo duran x=x,+ih (i=012....n)
ndqtaler dilylinii iigiin Logranj polinomunu Nyiitonun
interpolvasiva polinomu ila svaz etmoak olar:
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i Ay - _42_}':1 - _ .
E,(.r]—yu+T{x X )+ EEF{I X Nx—x )+ )

. Yok, SO O,
nlh

burada

Ay, =Af(x) = f(x.)— f(x)

Ay, =& ()= Ay, - &y,

Ay, =K f(x)=8"y, -&"y,
(i=0,1,2,...(n-1} ) miixtalif {artibdon sonlu artimlardir.

xX—Xx;
h

interpolyasiva disturunu agafdaks sokilda yazmag olar:

=g ovozlomasi aparsaq Nyilitonun (5)

o i r
F.(x)=Y, +‘?d4fa+g£%f—f‘iﬁzyﬂ+---+i@ﬁ—?idlh (59

Sgar y=f{x) funksiyas: cadval saklinda verilmigdirsa,
bundan bagqga y=f(x,) funksiyas: yalniz x,x,x,...x, dilyiin
ndqtolorinds molumdursa, onda Logranjin interpolyasiya
polinomu L (x) ilo funksiyamin geyri codval giymatlorini
‘Logranjin geyri cadval giymatlori ila hesablamaq olar. Bu
amaliyyat funksiyamn interpolyasiya olunmasi adlamr.
Dilyiin néqtolorinin barabar veziyyeti zamam Nyiitonun
interpolyasiya polinomundan istifads etmosk olar. Xiisusi
halda n=1 olduqda xatti interpolyasiya diisturunu almus

olangq.
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Y=Y +9’-’~—;ﬁrx—xai (6}
n=2 oldugda iso kvadratik interpolyasiya diisturunu alang
yu g+ U Py ) LT o yimx,) ()
h 2k
burada h=4x =x,_,—x, (i=012...) codvalin addmm
adlamr, .

(7) dilsturu vasitasi ilo y funksiyasim x ndqtesinda
toyin etmok figlin baglangic x, ndqtasi kimi x-2 yaxin olan
dilyiin ndqtasini gotiirmak maslohat goriilir. Sgar h kafayat
gadar kicik olarsa, onda bu diisturun birinci toplanamn bag
hissasi olacagdir, digar galan toplananlar isa diizolis
xarakteri dagryacagdir.

Sgar y=f(x) funksiyasi kosilmez va (n+l) tartib
daxil olmagla differen-
siallana bilandirss, onda
Logranjin  interpolyasiya
polinomunun gqaliq haddi
asagidak:  sokilds  olar:

f"m (8)

R (x)= flx)- fm(ﬂ- e

wlr—xMx—x)-(x= I.}

Burada £ x, x, ...X,
ndqtalarini 6ziinda saxlayan + - . -
an kigik pargamn daxili Sakil 10
noqtasidir. Xisusi halda

f(x) funksiyasi barabar masafada duran néqtalor sisteminda
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x=xyztth (i=0,12,...n) cadval sok-linds verilmisdirss,
kifayot goder kigik addim A GgGn . f(&) tartibdan
toramasini sonlu-farglar nisbati il avaz etmak olar.

@)~ h.j’ g
Burada y,=f7x,).
Asafidaky misal nazardan kegirak.

Misal. f(x)=3" (-12x<l) funksiyas: ilo x;=-1, x,=0,
x;=] noqtslorinda tOst-lista diisan L,(x) interpolyasiya
polinomunu qurun.

Halli. I(x)=agtax+ax’ polinomunu gotiirek. a, a,,
@ omsallanm hesablamagq ii¢iin asafidak: sistemi yazaq

a a, +a .
& T 3

3
a, =1
a +a, +a, =3

4 2
Burada a, =1, g, =, a_.z;.
: & d_ 2 3
Bﬂ]aiﬂ{h, 3 9’}‘"}1 +§x {’-IEXE.U

1
M, sl 1+§+;n:13
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3.2. Trigonometrik polinomlar vasitasila dovrii
(periodik) funksiyalarin interpolyasiyas:

Tutaqg ki, fix) funksiyasi -sc<x<wx oxu iizarinda
verilmig dévril funksiyadir. Doyigoni xatti avoz etma isulu
ilo funksiyanin dévriinli T=2x gabul etmak olar. Bu halda
fix) funksiyasim asafidaki (rigonometrik polinom
vasitasils interpolyasiva etmak olar.

0.(x)=a, + Zf‘atcasﬁ:x + b, sinkx) (9)
k=]
Bela ki,
O fx,) = fix;) (i=1,2,...2n) (10)
Burada Osx,<x,<- - * <x,<2r -[02n]- pargasinin

araliq  néqtaloridir.  Q,(x/-polinomu #  doracali
trigonometrik polinom adlamr. '

Tutaq ki, y=ffx,) (i=0,12,...2rn) {9) polinomunun
asmsallarini  ela  hesablamaq lazmdir ki, asafidak:
barabarliklor ddanmis olsun.

Yo=ay+ Z{n (coskx, + b, sinkx, )

k=]

y, =4, +Z(ﬂtcasix! + b, sinkx, ) , (11)
k=t

Vi, =0y +ira,msh’k + by sinkx, )

bwf

o

Biz Zn+! mochullu 2n+] xotti tonliklor sistemini
alng (a, a, b, - - a,b,).
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Malum oldugn kimi, bu sistemin deternunant:

1l cosx, sinx; --- cosx, simx
! cesx, sinx, - cCosx, J§inx 2 X —x
¥ ] ) ] + o
=2" H S‘Iﬂ#—?‘t
) P05 pg<dn -
!l cosx,, sinx, - COSX, Sinx,)

Belalikla, bizim sistem figiin, (sifirdan fargli négtalar
G¢lin 0=x-x,<27) interpolyasiya masalasinin holli var. va
yeganadir.

Qoyulmus mosals figin miloyyan sadslasmolar
apardigdan sonra, asajndak: sokilda  trigonometrik
polinomu alnus olang:

X=Xy . E=X . ¥=X., . E=%gp
sin gin——..8in———" - gin—— |
> 5 L

Q.= Em:)m_n_ -x, in B X sm_:‘_ Xiat oo X1 ~ %2
2 7
Asanhgla gostarmak olar ki, (12) ifadasinin sag tarafl
n doracali trigonometrik polinom olub (10) sortini ddavir.

Dogrudan da asagidak: diisturlardan istifads edarok

sinasinfl = %Ecﬂ.&‘fa — B)—cos(a + ﬁ)],
cosaosafl = é[cas(a — B)+cos(a+ B),

sinacos ff = %{m’n(a — B) + sinfo + ﬂj] 1

(12) ifadssinin har bir toplanammnin surati 2n vurulandan
ibarotdir ki, onun comi @, (x), n-daracoli polinomdur,
Bundan basqa, aydindir ki, 0,(x,)=f{x) (/=012 - - 2n).
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Oz qurulusuna géro Q,(x) polinomu Logranj
polinomunu xabirladar,

Misal. x=0 x; =~z—

JF;= x3=?r.,

o
2'
I =3 = = 2 =
L:;—u:.rﬁun olaraq y;=2. »=1. y,=0 y~4 y=2.

ndqlolorinds giymotlor alan iki dorecali trigonometrik
polinomu qurun.
Halli. ¢12) diisturuna ssasan axtardipnmz polinom
asafudak sskilds olar:
T T " _j’;r

R Fom o @

sin —24-SEH -—E-‘Z sin = .'ﬂi'rr——l?i
=2- =+
sin—=2 sin 2 sin sin -

+1

+4-




pull o B
.sinx_ﬂsin 4sin E.smx_ﬂ
= 2 2 P, 2
o ELE IEoE K
$in 2 sin 2 43&: 2 ‘zsm 2
2 2 2 2

Sadslosdirdikdan sonra, alang:
Q.(x)=1+Sinx-Cosx+2Cos2x
Dgar T periodlu ffx) periodik funksivasi [a,qa+T]
pargasinin (@ istanilan adaddir) x,x,* * - x, niqgtalorinds

verilmisdirss, onda I=2—;ﬁc-—a) xatll gevirmasi vasitasi il

2
) = ﬂ’a+T’fu = g(x) alanig.
Burada ¢(x) funksiyasms 2r periodlu olub
;,=%(r,—a) elo.2r] (i=01,2- - - ,2n,) noqtolorinda

verilmisdir. Belalikls, biz yuxanda aydinlasdirdignimiz hala

galmis olurug. .
Sgar interpolyasiya néqtasi x, (p=0, I, - - - ,2n),

barabor mesafods olan néqgtalords  yerlosirss, yoni

x =ip+-:"'—i (p=0.1,- - - .2n), onda (12) trigonometrik
interpolyasiya polinomu asafidak: sads sakildo olar:

i sin(2n+ 1) f—;—x"
Q=i ™5,
Sin

2
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Asanhgla inanmag olar ki,
Q.fx,)=fix,) (¢=01- - -+ ,2n).
Hoqigatan, p#g oldugda, x, -x, =2_’;{Et_—;d n2azZary
i

alsag

—'fzf_—xﬁi = sinm(g— p) =0

2
sinf2n+1) T
Belalikla, uyfun olaraq (13) comi sifra borabar olar.
p=q olduqda, limita kegsak alarig:
sin{2n+ f)x;—{i
bm— =,
v

Ona gdra Q.(x,)=f(x,) olar.
Misal. f{x) funksiyas: codval soklinda verilmisdir.

=2n+!

in ix an Sx Iox 1ar
" p— — — || e

— R

x| 0
r i T r r T
¥ | 010.502910.8600|1.1058)1.2058(1.1227|0.7855| 0

Trigonometrik interpolyasiyadan istifade edarok
b f}:} hesablayin.
T "
Holli Burada 2n+l1=7, x=_f-, (13) diisturuna

asasan alang:



1 sIn sin(——)
fEsot=—{0—2 +0.5020. — 24
7 7 g : T
sm—— sin{——)
14 14
sin{— 3—TIE:I sin(— 5—“} sin{— E}
+0.8600 —2+1.058-— 2 +1,2053. — 2+
sin(-2T) sin(- %) sin(—-—)
14 14 14
. . Dm -
sin(-=2) sin(- 11T
+1.1zz1--—,’.,2—+u.7355~ v
sin(——1} sin{=—2)
14 14

w( 05029 08600 1058 . ..

0.2225 0. !5235 0.9010

L1127 07855, oo

0.6235 0.9010

Onu da geyd etmok lazimdir ki, yuxandak: codval
fo=@2-2)sh2 funksivast fglin verilmigdir. Bela ki,
T T i

1t ; )=0.2618, onda tapilms giymotin miltlog xatas 10~

aSIur,
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3.3. Funksiyamn niqtavi kvadratik
approksimasiyasi

Tacrilbada gox vaxt tagribi yaxinlasma polinomunun
m daracasi @ (x) kifayst gader n dilylin négtalorinin
saymdan az olur. Bu halda interpolyasiva aparmag
¢atinlagir, imumiyyatla, interpolyasiva aparmaq miimkiin
olmur, onda verilmis funksiyanin interpolyasiya
polinomunu qurmaq i¢iin basqa {isullardan istifads etmoak
lazim galir. Adatan burada sn kigik kvadratlar disulunun
ndqtovi tsulundan istifada olunur. Bu iisula ssasen

On(x)=agtax+ay’+ - + +ax" (14)
polinomunun verilmig fx) funksiyasimn x,x,- - - .x,
nogtalar goxlufunda meyli

50 =2 10,6, ) - fix, )} (15)
i=i
kimi ifada olunur.
Aydindir ki, S, comi cpc,c,c ¢ - ,c, omsallarinin

funksiyasidir. Bu amsallan ela segmok lazimdir ki, S, an
kigik qiymotlor almig olsun. Alnmis polinom verilmis
funksiya fi¢lin aproksimasiya edan polinom adlamr, bu
polinomu gqurma amoliyyatina isa funksivanin ndgtavi
approksimasiyasi deyilir.

Nogtavi approksimasiya mosalosini hall etmak figiin,
differensial hesabimin 2sas amoliyyatlarindan istifads eda
bilarik.
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Asafidaki ifadonin xtisusi toramasini tapag;

8. = zg’aﬂ +ax, +a,x] ++ax" -y )
i=I
Burada y,=ffx,) biitiin a,a,a,- - - a, smsallarina
goradir. Xiisusi toramalari  sifra  boraber etmokls,
apa,a,’ + - a,smsallari tapmaq Giclin agagndala s+ J machul

iiclin m+J tonliyini alang.

[ 185
L E(aﬁ +a,x, +4::i!1.!::,j +ta x! —yp ) 1=0

28a,
{ a'im 5 i e
= Z{‘au +ax, Fa,x Ara xt =y, ) x =0 i]ﬁ}

1.4 Ela, i=l

Asafdak: kimi avazloms aparsaq:
Sp=x"4x) 4ot xl (k=0,1,2 - + |
L =X, + X3y, Xy y, (k=012 + - )

(16) sistemini asafidaks sokilda yaza bilarik.
AySy +@,8; +a,8, +-+a,s, =1, |

oSy + 0,5, + 0,8, ¥ 48,5, =1, i» (17)

R RN R s N
Burada S,=n+!

Aydindir ki, agar x, x, x, ...,x, noqtalori arasinda

takrar olam1 yoxdursa va m<n -s2, onda (17) sisteminin



determinant: sifirdan farglidir, bu halda sistemin halli var va
bu holl yeganadir: a, =a,, a, =q,, ..., a, =4, .

Bu omsallarla (14) polinomu minimal kvadratik
meylo malik olacaqdir s,

Ogar m=n olarsa, approksimasiya polinomu @, (x),
X X3 X ..., X, nOqtolor sistemi figiin Logranj polinomu ila
ist-fista diisacokdir. Bels ki, S,;,, =0 olacaqdur.

Belalikle, funksivanin approksimasiya edilmosi
funksiyanin interpolyasiya prosesina nozaran daha fimumi
prosesdir. Elektron hesablama masinlarinda hesablama
apararkon, basqa sdzla desok, xotti tanliklor sistemini (17)
hall etmok f{iciin iterasiya fOsullarindan istifads etmak
mogsada uygundur. (16) tonliklor sistemini yazmaq iiciin
cadval J-do gdstarilmis an kigik kvadratlar fisulu sxemindan
istifads etmok tovsiys olunur, bels ki, burada m=2 gabul
olunub.

On kicik kvadratlar fisulu sxemi
Cadval ]
EdEAEEAEAE EFEE Xy |
{ x: I,: I;J”n

i i b RS R
1 | 2% | x|y |y 8
1
!

L 2
X3 X J;; x:‘: Y | X2V | X3 ¥

X4 x B X Vs z
! xi I: Xy Ve
Sy 5 5; 5y 5y . t & |
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Misal. Asafndaki codval molumatlanina géra iki
daracali approksimasiya polinomunu segin.

X |078 | 156 | 234 | 3.12 | 3.8]
Y | 250 | 1.20 | 1.12 | 2.25 | 4.28

Halli: Hesablamam cadvali-1 vasitasils aparmag
laznmdir. Belo ki, (m=2, m=4) goyulmus masola figclin
agagrdaki cadval- 2 alur,

Cadval 2

x X1 22 x* ¥ xy | 2y
0.78 | 0.608 | 0.475 | 0.370 | 2.50 | 1.950 | 1.520
1.56 | 2434 | 3.796 | 5.922 | 1.20 | 1.872 | 2921
2.34 | 5.476 | 12.813 | 29.982 | 1.12 | 2621 | 6.133
3.12| 9734 | 30371 | 94.759 | 2.25 | 7.020 | 21.902
3.81 |14.516| 55.306 | 210.717| 4.28 |16.307| 62.128
11.61|32.768 102.761| 341.750| 11.35 |29.770)| 94.604

L L T

a, a, a, omsallarim hesablamagq iiglin alinan
tanliklor sistemini asafndak: sokilds yazmaq olar:
5a, +11.61a, +32.768a, = 11.35
11.61a, +32.768a, + 102.761a, = 29.770 (18)
32.768a, + 102.761a, + 341.750a, = 94.6045

(18) tonliklor sistemini hall etdikdan sonra alang:
a,=5.045, a,=-4.043, a,=1.009

Beloliklo, axtardifumz polinom asafdaki sakilds
olar:
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¥ ="5.045 - 4.043x + 1.009%° (19)

Verilmis y qiymotlori ila, (79) diisturu vasitssils
hesablanmig 3 qiymatlorini miigayiss etsak (cadval 3).

on kigik kvadratlar iisulu ila hesabladigda alinmig xata
Cadval 3

X Y ¥ ¥=¥
(.78 250 | 2505 0.005
1.56 1.2 1.194 -0.006
2.34 112 1,110 -0.010
312 225 2,252 0.002
3.81 428 4.288 0. 8

3.4. Parcada funksiyanin inteqral kvadratik
approksimasiyasi

on kigik kvadratlanin integral {sulunda fx)
funksiyasimn @ _(x,) polinomundan /a, b/ meyli kimi

b
J.= [l0.®- ff ax

integralim gotiirmak olar.
Burada Q. (x}=cextox’ < o "
Aydindir ki, J, -¢;, ¢35+ * * , ¢, omsallanindan asihi

funksiyadir, ©n yaxsi kvadratik approksimasiya aparmagq
ficiin bu amsallari els se¢moak lazimdir ki, J, &ziiniin an
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kigik giymotini almis olsun. Bu zaman agafndak: tonliklor

sistemini alnug olang.
P
= "=JIerJ—ﬁ'z;ﬂ]abr=f?
= “‘HQ (%) = fe)Jrdx = 0 (20)
.? E‘ic
i b*”-a"' .
.s’t=;|l.T -‘Ifl:=“-m_—f"—' (k=012 - + .m) oldufunu
nazars alsag

1

&
o + 8,6, 018,60 = [ fl5)dbe =0

!
FpC T8+ By B = jxﬁ’x}d::ﬁ , (21)

..........................................

R LT Ix" fix)de=10

Asanhgla isbat etmak olar ki, (21) sisteminin yegans

holli vardir. Isbat edilmigdir ki, ¢, ¢, ¢, © + + , ¢, halloriJ, an
kicik qiymotlarini verir.

Misal. [-1,1] pargasinda f{x)=34 fi¢ doracali
polinom ils approksimasiya edin.

Halli.  Oy(x)=cjtextex’+cx®  polinomunun
amsallarinin toyini igiin asafidak: tonliklor sistemini alang:
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i
2ep+ Ea, = ij’dr
j ; =i

2 2 y
Ecr+3c,=j{x3‘sbc
2 2 S
35435 =_j';.1:’3 dr
F.ooom R
EEJ +FﬂJ=£I!3 dx'

6cy +2¢, =7.2819 |
2e;+1.2c,= 24739
2c,+1.2c,=2.7779
2.8¢c;+ 2c, = 3.5366
sisternini  holl edorak ¢,=0.9944; ¢,=1100: ¢,=0.6576;
£,=0.2335 alarng. Belalikla, naticada
O x)= 0.9944+] 100x+0.6576x"+0.2335x°

Umumi halda sonlu [ab]-da kesilmaz ffx)

funksiyasini imumilogmis
Onfx)=cp(x)t cp(x)Fep(x)+ - - +c.0,.(x)

polinomu ila approksimasiya etmak olar.

Burada {px,/} verilmi§ kasilmaz tanliklor sistemi, ¢,
- isa amsallardir (i=0,1,2,3,....m).

yaxud

3.5. Parcada ortogonal funksiyalar sistemi

Approksimasiya edon polinomun daracasi bévilk
oldugda, bele polinomun tapilmas: oldugca g¢otinlogir, bu
halda onu funksiyamin ortogonallig prinsipina ssaslanan
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bagqa Osulla ovaoz etmak lazim galir.
integrallanan funksiyalar sistemi

Po(X)@a(%).0 *  0u(X) (22)
(@@= [@ut)p,()dc =0  (m#n) sorti Sdonilon

{22) 6zaman [a,b]-da ortogonal adlanir.

|0 = (@02, =1|{ [od (o)t -

adadi @ (x) lunksiyasmn [e¢, 5]-da normas: adlanar,

Ogor (22) funksiyalar sisteminin normalari vahida
borabar olarsa, onda bu funksiyalar sistemi ortonormal
adlamr. Ortonormal sistem Qigiin asafdaka sart ddanilir.

']a;a. (), () =3,,,

burada 4, - Kroneker isarasi (simvolu) adlanir, bels ki,
3 =0 (mén)

d_ =1 (m=n)
3.6. Harmonik analiz haqqinda anlayis

Misal olaragq ortogonal sistem kimi agafidak:
trigonometrik sistemi nazardan kegirak.

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, - - -, SinNX, cOSnx (23)
Asanhgla gdstarmak olar ki, bu sistem 2w [-mx]
par¢asinda ortogonaldir.  Bunun iigin  asagdak:
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integrallarin sifra barabar oldugunu yoxlayaq:
[ =
1. |sinnxsinnxdx, ogor m va2 n -tamadaddir m=#=n
—-T
T
12. [cosmxcosnxdx,9gor m va n -tam v2 m#n
-

14
3. [cosmxsinnxdx, ager m va n -tamadaddir m#n
— K

Dogrudan da

1. [sin mxsinnxdx = ]—[sin-(m_”-)—-sin-(m+"-} =
x 2 m—n m+n |
agarm vz n-tam va m#0
2. [cos mxcosmxdx = 2 [sm §HE=0) gy
m-—n m+n

=W —-—X

m#0 oldugda ‘

3 -inteqrah [-x x| -da integralalti funksiyamin tak

oldugu halda sifra barabardir. Iki va i integral ifadosindoki
m=0 qabul etsak, alang

?I -cosnxdx =0, T} - stnmxdx =0 (24)

Belalikla, (23) trigonometrik sistemi [-m ]
parcasinda ortogonaldir, basqa sizl, [a, 2r+a/ parcasinda
ortoqonaldir.

Tutaq ki, 2r periodlu kasilmoz periodik fuknsiya
verilmigdir. Asagndaki trigonometrik polinomunu yazaq.
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0, ()= i’zi + Y (a,coska + bysinkx) (25)
k=]

a,

a, =, 0,(%)=a,coskx + by sinkx (k=12,...)

Toplananlart adatan harmonik adlandinirlar. Q,, (x)
polinomu ilo f{x) funksiyasimn kvadratik meylinin
minimum olmasi lgin  a,q. b, omsallannin  fix /-
trigonometrik sistemine géro Furiye amsallan olmahdir,
(23 ) asasan yaza bilarik:

i =£ [ focoskudc, b, zi [ fexisinkeed. (26)

a, va b, amsallar1 (25) trigonometrik polinomunun
f{x )-nin Furye amsallan adlanir.

‘—Z‘—’- sarbast hadd (26) ifadasinin birinci diisturundan

k=0 olduqda alinir. (26) ifadesindan goériindilyii kimi:
agor f(x ) funksiyasi ciitdiirsa, onda onun amsallan
b, =0 k=012--m)

= [ fgcoskos (k=012 m) -
1]
bela ki, polinom

Q..(x) :Ezi + Zakmsﬁx.

k=l

ogoar f(x) funksiyas: tok funksiyadirsa, onda
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a, =0 (k=012 m

b, = % [ fiosinkedx (k= 0,1, 2+.m) (28)
v}

Onda polinom agafdaki gakildo olar:
Q. (%)= bsinkx.
e

(25; disturunda (26 omsallanmn giymotlorini
vazsaqg, m—oc funksiyasi fighin Furyenin trigonometnik
sirasim almig olang

%- + i(a*cush + b, sinkx) .
k={

Furyenin trigonometrik polinomu yaxud Furyenin
trigonometrik siras: harmonik analiz adlamr. Sads hallarda
Furyenin trigonometrik polinomunun amsallart  (26)
diisturlari 1l hesablamr,

Dgor (26) mtegrallanmn hesablanmas: gox miirak-
kab, vaxud ffx) funksiyas: cadval gaklinds verilmigdirse, bu
halda Furye omsallarim hesablamagq ii¢lin miixtalif tagribi
hesablama tsullart méveuddur,

Bu iisullardan biri (24} omsallar trapeslor Gsulu
vasitosila hesablagaqdan ibaratdir..

Tez-tez rast galan asafidaks hallan nozordan kegirok:

1. f7x) funksiyas: ¢litdiir. Bu halda trapeslor iisulu

b
I‘?{xj;ﬁﬁ Lﬁﬂ[é P )+ plx; )+ + @, (X)+ 3 @, %, j:|

(5) integrallarma tathig olunur.
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a, = :“[ Sx,Jeoskx, + f{xJeoskx, +--+ f(x,  Jooskx, , +- f{x }mskx}
wi =
burada, x, =— k=012 - - .,n)
n
Asafdalka avozlamalari aparsaq:

|
e e L e

ya =3 f5)
alang

—(yﬂcnsk.x,ﬁu wcoskx, +---+y, coskx )=" }:y coskx,
H =0

k=012, - - ,m) (29)
Misal 1. Cadvoldo verilmig giymotlara gora, ciit
funksiya liglin Furyenin trigonometrik polinomunu qurun.

Xl B —
12 i2

) [055|9.46 | 9.25 |5.96 (838|810 7.

-
& |2
el
-
b | =

Tz | = 3 | 5x I
12 3
ZAN) (6,34 | 556 |4.8014.2]1 |40

w |

s
o

A

Hoalli: (29) disturunda n=12 gabul edak, basqa sézla
[-x, x] pargasim 24 hissoys bolorsk alt harmonika ila
kifayatlanak (stfirdan bagga), yvoni m=6 qabul edak. a,
amsallarim hesablamag tGiglin, biitiin hesablamalar A sxemi
iizra apanlr.

Satirda Y ycoskx=5, (k=012 -6
i=0
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s-nin  givmatlorini  boéliirik

g;:d bolirik  ve

naticads a, amsallarinin taqribi giymatlarini aling va 4

sxeminin axirine satrinda yazirig.
A sxemi. Ciit funksiya iigiin Furye amsallarinin

hesablanmasi
cadval |
i ¥ cosx; | Cos2x, | Cosix, |Cosdx,| CosSx,; |Cosbx,
0 | 478 1 1 1 1 i 1
1 1946 | 0.9659| 08660 | 0.7071 | 0.5 |0.2588| 0
2 | 925 | 0.8660| 0.5 0 -0.5 |-0.8660[ -1
3 | 895 | 0.7074 f 0. 7071 I |0.7071 0
4 858 035 0.5 R | 05| 03 ]
5 | 810 | 0.2588 | -0.8660 | -0.7071 | 0.5 |0.9659| 0
6 | 759 -1 0 1 1 0 -1
7 | 700 |-0.2588] -0.8660 | 0.7071 | 0.5 1-0.9659] 0
8 | 634 -05 | -05 1 05| 05| 1
9 [556 |-0.7071] o |e7o7ri| -1 |07071] 0O
10| 4.80 |-0.8660] 0.5 0 0.5 |0.8660] -1
1T 421 [-0.9659] 0.8660 | -0.7071 | 0.5 [-0.2588] 0
121200 -1 1 =1 1 ] ]
Y 8663 1552 -248 | 106 [-025| 0 | 006
a, |14.44] 2.59 | -0.41 | 018 |[-004| 0 | 001

Axtardigimiz polinom asafdaki gakilds olar:

Q,(x)=7.2242.59%05x-0.41cos2x+0,. 1 8cos3x-0.04cosdx+
+0.01costx
Yoxlamagq tigiin 0 giymatindas polinomu hesablayag:
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0,(0)=7.22+2.59-0.41+0.18-0.04+0.01=9.55

Alhnmis giymat cadvelda wverilmis giymatla yaxs:
uzlasir.

Misal 2. f(x) - funksiyas: tak funksiyadir. Bu halda
iriqgonometrik polinomun omsallan b, osmsallarim toyin
etmaya (28)

b= [frosinkeds (k=012 - - .n)
x-ﬂ

Bu inteqrala trapeslor dilsturunu totbig etsak,
asafdaki ifadani alang:

b, = 2, ’-:;- [; S(xp)sinkx, + f(x,)sinkx, + f(x_,)sinkx,_, + ; Jix)sin ﬁ:x,,:|
o

Burada,  x, =— (i=0,1,2, + - ,n)
n
y= fix;) (i=0,1,2,- - - ,n) avazlomasi aparsaq vo
sinkx,=sinkx, =0 oldufunu nazars alsaq alang

n=1

b, = %{yl sin kx, + y,sinkx, + -+ y,_ sinkx, )= %2}5 sin kx,
=l
(k=0,1,2,- + - ,m)
Tak f(x) funksiyas: {igiin, asafnidak: cadval saklinda
verilmis Q,(x) triqgonometrik polinomunu qurun.

n % ; x| x| x T | 2x | 3x | 3% | 1

xi (0] — - - - |—==| =] = | =] —=|— &
12 1] 4 3 12 2 12 3 E) & 12

Six) |G 007 | 000 -0 10016065119 L35 140 | L1T| 058 013|0

Halli:Bitiin  hesablamalar B sxemi iizra aparihr

(cadval 2),
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Sxem B. Tok funksiva fi¢in Furye omsallarimin

hesablanmas
cadval 2
I Wi Sinx, | Sin2x;| Sindx; | Sindx, | SinSx; | Sin6x, |
I | -0,07 | 02588 [0.0000] 0,7071 | 0.8660 | 0.9659 ]
2 | -010 | 0500 |08660| I 0.8660 | 0.5000 | 0
3 | -o11 | 07071 ! |aro7t 0 07071 | -1
4 | 016 | 08660 |0.8660| O | -0.8660 | -0.8660 | ©
5 | 065 | 09659 | 0,5000|-0,7071| -0.8660 | -0.8660 | I
6 | L9 ! 0 -1 0 ! 0
7 | 155 | 09659 |-0500|(-0.7071| 0.8660 | 0.2588 | -!
8 | 149 | 08660 . 0 0.8660 | -0,8660 | 0
9 | 111 | 07071 |0.8660] 0.7071 0 07071 | 1
o | 058 | 0500 -1 1 -0,8660 | 05000 | 0
1| 013 | 02588 |0.8660| 0.7071 | -0.8660 | 0.9659 | I
-0,500
¥ > 5.7066 | -0.178 |-1,5161| 11691 | -0.338 | 0120
b, - 0.9520 | -0030| -0252 | 0.194 | -0.056 | 0.020

B sxeminin sonuncu satrinds b, amsalimn tagribi
qiymoatlari yazilir.
Axtardifimiz polinom agafidaki sokilda olar.

Qﬁ (x) = 0.952sinx —0.030sin2x — 0. 25 2sin3x + (. 1 94sindx -

—0.0565in5x + 0.020sin6x

yvoxlamagq figlin Qﬁ{’% ) -ni hesablayaq.

Q,ﬁ;-,r = 0.952+0.252~0.056 = 1.148

112



Cadvalda iso ©, rg; =1.19 1.19-1.148=0.042

Misal 3. f{x ) funksiyasi tak-ciit xlisusiyyatins malik
deyil
i) = S+ s} £ [69- f)]

Belo ki, birinci toplanan ciit, ikinci toplanan isa tok
funksiyadir. Hor bir f{x) funksiyasim tok wvo ciil
funksiyalarin comi saklinda gostarmak olar.

f(x)=F(x)+G(x)

Furyenin f{x) triqgonometrik polinomu F(x) va
G(x) Furye trigonometrik polinomlari camindan ibarstdir.
F{x) triqgonometrik polinomu yalmz kosinuslardan ibarat
olub 4 sxemi iizrs, G{x) funksiyasi iso B sxemi {izra
hesablamr.

4. EMPIRIK DUSTURLAR

Adaton
y=f(x) (1)
funksional asihlifimi Syranarkan x va y -in bir sira
giymotlorini 8l¢itb asafidak: codval yaxud x va y asiibdi
grafiki soklinda gostorilir.

. B O R .
lys |l =~ | 2
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Sgar f(x) funksiyasinin analitik ifadesi molum
deyildirsa, yaxud c¢ox mirokkabdirsa, bu halda tacriibi
olaraq ssas masala meydana goar:

Els empinik

y=1(x) (2)
diisturu tapmagqg lazmmdir ki, x=x; qiymatlari iiglin, tacriibs
naticasinde almmus y,(i=1,2,- - - .n) giymatlorindon az
forglanmis olsun. Bu sokildo mosslonin goyulusu geyri
miloyyondir. Ona géra bazon miloyyan toossiirata gbra
kifayat gadar dar funksiyalar sinfi (mas. xatti, Gstlil,qlivvat
va.s) gotiiriilir ki, ?{x) funksiyas: bu sinfo daxil olsun.
Masala ondadir ki, bu zaman masala parametrlarin
tapilmasina gatirilir. Bir gox hallarda k sinfins monsub olan
mipirik diisturlarin sadsliyi talab olunur, Bazan bu sinif
funksiya tobii hadisonin fiziki mahiyyatini aydinlagdirmaga
imkan verir. Hondosi olarag g
empirik diisturlarnin qurul-
ma mosalasi & sinfina man-
sub olan M,(x;y. ), ndqtalor
sistemi «imkan daxilinda» !
¢oxlugu kegirilir (sokil 4.1.) o ; b
Aydimdir ki, bu halda, y Sﬂlkil4.1
uyaxinhg»  dedikds Q
ayrisinin, M, ndqtesini birlegdiran ayrinin daqiq riyazi
anlayis1 nazerds tutulur. Onu da geyd etmak lazimdir ki,
empirik diisturlanin  gurulmas: mosslasi, interpolyasiya
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mosalosindon farglidir. Interpolyasiva zamam funksiyvanin
axtarilmasi verilmig x; ndqtalorinds, onun cadval qiymatleri
y, ilo Gst-lsta dilymasi nazords tutulur. Lakin empirik
diisturlarm axtarilmas: zamam _,?[fbcj ) funksiyasinin y, < il

iist-lista diigmasi taleb olunmur, yalmz fix,)-f{x) farqinin
verilmis oblastda kigik olmas: kifaystdir. Onu da gqeyd
etmak lazimdir ki, ilk empirik malumatlar bir gayda olarag
togribi olur vo miloyyan siibha yaradir. Interpolyasiyva
diisturu bu sahvlari takrar edirsa, onun milrakkab olmasim
nazors almasag da yeni goyulmus mosslanin ideal halli
deyildir. Cox vaxt sads empirik diistur yerli kasilmazliyi
hamarlagdirmis olsa da, haqigati oks etdirir.

Umumiyyatls, empirik diisturlann alinmas: iki asas
marholadan  ibaratdir: 1) disturun  (imumi  sakilda
aydinlagdirilmasi va 2) onun parametrlarinin an yaxs: tavin
edilmasi. :
Sgar x va y dayisanlari arasindak: asihhifin xarakteri
maium deyildirso, onda empirik diisturun sokli ixtiyari
secilir. Bu halda iistiinlitk diisturlann sadsliyine verilir ki,
daha daqiq giymatlor vermis olsun. 9gor aralig givmatlor
yoxdursa, onda empirik diistur analitik olub kasilma
noqtalorine malik deyil onun grafiki hamar ayridir.
Umumiyyatlo, tacrilbba mslumatlarna géra an yaxs:1 tip
(név) dilsturu almaq tglin imumi fisul géstarmak miimkiin
deyil.

Empirik ditsturun miivaffaqiyyatli segilmesi miloyyan
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daracods tadgigat¢imn tacrlibesinden ve  bacangindan
asihdir,

4.1. Xatti asithiliq

Tutag ki, x vo y dayisenlori arasindaky asilihfn x,y,
(i=1,2, - - ,n)qiymatleri x,<x,< - - <x,sokilinds malumdur.
xoy milstavisinds M(x,y,) noégtolorini qurag. Dger bu
ndqtalor hor hansi bir diiz xatt i{izerinda yerlogirss, onda
tabii olaraq forz olunur ki, x v y doyisenlori asagidaki
agsihhig xattidir:

y=ax+b, (3)
burada a va b sabitlardirlar.

a va b parametrlorini L T E
tapmaq figiin L xaott fizarinds ! 4
yerlogon iki N,(x,,¥,) V2 2

N,(%,.¥,) ndqtalorinin ko- X
ordinatlan o&lgiiliir, imkan *7 P
daxilinds homin négtalor bir- A
birindan uzaq gotiiriilmosi
maqgsadauyfundur. Ondaagva ° 5
b parametrlori agafndak ton- Jokil 4.2

liklor sistemindan toyin oluna bilar (segma nogtalar @isulu,
sakil 4.2.).

J_"Jzﬂxa"'b:} 4)

¥, =ax,+b,

a va b parametrlarini (amsallarimi) (4) sistemindan
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yox edilmasi agagidaki determinant gakilinda géstarilo bilar:

¥ x 1 .
y % =0 (5)
j"z i:’ "'!

Hondasi olaraq (5) tonliyi iki N, va N, néqtalorindan
kegan diiz xattin tonliyini ifads edir. Umumiyyatla secma
néqtalar {isulu agiq ayani olmaqla asag daqigliya malikdir.

4.2. Evnilasdirmo iisuin

Tutaq ki, x vo y dayiganlarinin uygun olaraq x, va y,
giymotlari (i=1,2,- - - ,n) tayin elodir ki, M(x,y,) niqtalari
diiz xott {izorinds verlasmislor. Bu halda yeni dayisanlar
daxil edilir, yani '

X=¢(x,y), Y=¥F(x,y) (6)
buna o zaman nail olmaq olur ki, yeni ahnmis N;(xi,y;)

noqtalari burada
X=o(x, ), Yi=¥(x,y)

giymatlari har hansi OXY miistavisinds dilz xatt iizarinda
yerlosmis olsun (eynilogdirma fisulu). Burada miitlag talobat
(6) ifadasinin  bir giymoatli olmasindan ibarotdir. Misal
olaraq asagdaki sakilda olan xatti asithihif nozordan kegirak

¥(y)=ap(x)+b . (7)
burada a vo b ixtiyari sabitlor, ¢(x) va ¥{x)-1 isa ciddi
monoton funksiyalardirlar. oxy miistavisinda (7) asthhg hor

hansi bir svrini ifads edir
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A=pix), Y=¥(p)

veni davigonlaer daxil etmakids
Y=aX+b (8)
asibhifninu alang, belolikls N fo/x ). ¥ix )} (=12 -+ nJ

asihlifi, veni OXY mistovisinds diiz xattin {izorinda
yeriogacakdir. .

Oksine, homin asihhq OXY mistovisi [zarinda
guruldugda milayysn olar ki, N, ndglalori diiz xatt Gizarinda
verlogmigdir, bu halda x vo y arasinda (7) asihlil
méveuddur,

Adaton p(x) va ¥ix) funksiyvalann smmaq {isulu
vasitasilo tapilir, bu (7) xatti ilb molum oyrilarin iist-listo
diismasi vo onlann uygun analitik ifadolarinin kriteri ils
yoxlanir.

Misal olaraq, qiivwet funksivasi sokilinds olan
asthlifa baxaq:

y=cx* (9,
burada g va ¢ sabitlerdirler, bela ki, x>0 va y>0
(9) ifadosini logarifmalasaq alang
lgy=algx+lgc
burada X =igx, ¥ =lgy, b=Igc avoz etsok onda
Y =aX +b (10)

Belalikls, (%) glivvat funksivasinin x va y dovisonlori
arasindak: asihhgdan aydmn goriindir ki, N flogx, logy)
(i=12,- - - ,n} ndgtalari QXY milstavisinds bir diiz xott
fizarinda yerlasmig olsun (10) diiz xottini qurmaqgdan Gtril
logarifmik blankdan istifade etmok daha magsada
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uyfundur. Ona gord koordinat oxlari Gizorinds x; va y,
givmatlorini yazmagla N, ndgtesini alarng ki, onun
koordinatlan Jogx, va logy, olur, bununla biz ilk verilanlarin
logarifmalarini tapmagdan azad olurug. Onu da gevd
etmok lazimdir ki, OXY milstavisindaki logarifmik blankin
koordinat baglanfic: x=7 v y=/ ibaratdir. Tlk verilanlari x,
va y; (hans: ki, milsbat olmahdir) els gevirmak lazimdir ki,
x=>] va y>=/ (mes. onlan uyfun misbat vurufa vurmag
lazimdir) (9)-da x=7 gobul etsok, y=c alinar; belalikls ¢ diiz
xalti grafikin ordinat oxunu Q¥ kasigma néqtosidir.
Misal
‘x| 10| 20|30 40| 5060 70| 80|
Ly 1.06|1.33|1.52,1.98{1.8111.9112.01|2.11|

Cadval giymatlori y=ex® (1D
dilsturuna uygun galan parametrlarini tapin.

Halli. Verilmis ndgtoleri  logarifmik  blanka
kdgiirorak, ndqtalarin istanilon dagiglikle diiz xett fizarinds
yerlasdiyini gdririik.

Belaliklo, bizim forz etdivimiz (l1), yomi x vo ¥
arasindak: asilihg Oziinil dogruldur. a vo ¢ parametrlarini
tayin etmakdan 6trill ue ndgtonin givmetlarini gotiariirik.

Ar10, 1.06) va B(80, 2.11}. '

(11} ifadasini logarifmlasak alang:

lgy=lgc+algx.
A va B —nin giymatlorini yerina yazsaq :

119



lgl. 06 =lgc+algll
lg2.11=lgc+algll

yaxud
lgc+a=0.0253
lge+1.9031a=03243
buradan
_0.3243-0.0253 _ 0.2990 _
T 1.9031-1 09031 23
c=0.4945
Belalikla,
¥ =0.4945x03311 (12)

Aldimmiz (12) disturunun  dogruluq doracasini
yoxlamaq Gglin onu asafndak: gakildas gdstarak.

cadval |
x 10 20 | 30 [ 40| 30| 60| 70| 80
¥ 1.060 | 1.320 | 1.525 | 1.677 | 1a06 | 1.919 | 2012 | 2.110
d:y"} i 000G | <0005 | 0.003 | 0.004 | -0.009 -u_{mj 0

Cadval 1-da (12) disturu ilo hesablanmis ¥=¥(x)
giymatlori vo onlann verilmis cadval giymetlorindan
Ay =y -7 meyllari géstorilmigdir.

Digar ssas bir hali distli funksiya y =ce™, =0 (13)
nazardan kegirak.

(13) ifadasini logarifmalasak alang

Iny=ax+inc.
Burada x=X, Y=lny ovazetsak, alarg
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Y=aX4b, b=lnc

ogor (13) stlil funksiyas: milayyan siibha yaradirsa,
onda OXY miistovisindo yanm logarifmik kagizdan istifads
etmak OX oxu istigamotinds va logarifmik élgiida isa OV
oxu istigamatinda gotiirmok daha mogsadauygundur.
Yarim logarifmik sabakods koordinat baglangc: x=1, y=J
noqtalerine uygun galir, daha somarali iss y20 giymatini
gotiirmakdir. OXY miistavisinda dilz xatti {13) uygun
grafiki, ¢ sabiti OY oxunu (x=0, y=¢) kasisma ndqtasidir.

Umumi halda elementar funksiyalarin grafiklari il
tams olmaq empirk dilsturlann segilmasini asanlasdinr.

4.3. Kvadratik (parabolik) asililig

Ogar, (x.¥) (i=1, 2, 3, + + , n) giymatlari figlin xatti
asihihig Gziinll dogrultmursa, bu halda daha timumi hal olan
kvadratik asithilif yoxlamaq
daha magsada uygundur.
y=ax’+bx+c (a#f) (14)
ditsturu M(x,y,) ndqte-
larinin vertikal oxlu para-

¥

M
bolanin milayyan pargasy y

fizarinda yerlogir (gakil 4.3.). ! !
Bunu asaslandirmaq figiin ¢ o x't
mitoyyan dogiglikls Q poig

hamar ayrisini kegirok, bela ki, bu ayri tizorinda M,{x,y,)
noqtasini gotiirak, bu sartle ki, M, (x,y,) ndqtalerinin biri
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ila {ist-Gsta diismils olsun.
() ayrisinin para-bola (14) oldufunu gabul edak.
Nyix,y,) nogtasinin (14) parabolasi fizarinds olmas: sorti

¥, =ax; +bx, +¢ (15)

(14) barabarliyindan (15)-ni taraf-tarafa ¢xsaq alang;
Y-Yo=afx’ —x; ) +bfx-x;)
yaxud
y-Yo=ax—x,)" +b(x-x,). (16)
burada b=b+2ax,
Sgar yeni dayisanlor daxil etsak

Xag-i, pal 17)
= xﬂ \
Y=aX +b, (18)
oxy miistavisinds parabola (14), OXY mistovisinds diiz
xatti ifado edir (18). Tarsino ogar NfX, Y,) (i=12,- - * .n}
ndqtalari, burada
X:x—xﬂ,, _F:—y_yn
X=X,

(18) diiz xatti izarinds yerlogirsa, onda M (x,y,) ndqtaleri
(14) parabolas: iizerinde yerlosmis olacagdir, bu halda
alang;

b=b, —2ax,, c=y,+axj-bx,. (19)
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ila {ist-Gsta diismils olsun.
() ayrisinin para-bola (14) oldufunu gabul edak.
Nyix,y,) nogtasinin (14) parabolasi fizarinds olmas: sorti

¥, =ax; +bx, +¢ (15)

(14) barabarliyindan (15)-ni taraf-tarafa ¢xsaq alang;
Y-Yo=afx’ —x; ) +bfx-x;)
yaxud
y-Yo=ax—x,)" +b(x-x,). (16)
burada b=b+2ax,
Sgar yeni dayisanlor daxil etsak

Xag-i, pal 17)
= xﬂ \
Y=aX +b, (18)
oxy miistavisinds parabola (14), OXY mistovisinds diiz
xatti ifado edir (18). Tarsino ogar NfX, Y,) (i=12,- - * .n}
ndqtalari, burada
X:x—xﬂ,, _F:—y_yn
X=X,

(18) diiz xatti izarinds yerlogirsa, onda M (x,y,) ndqtaleri
(14) parabolas: iizerinde yerlosmis olacagdir, bu halda
alang;

b=b, —2ax,, c=y,+axj-bx,. (19)
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YE@(x)Yap(x)rap(x)t 0 Fa,p,(x) (23)
lunksiyasidr.

Bu halda (21) sistemi xattidir vo onun arascdirilmas:
miigayis? olunacaq darsceds sadadir. (20) asihlifn  geyri-
xatti oldugda, (21) sistemu da gevri -xatt olur. Onun dagiq
va tagribi hallinin tapilmas: miirakkab masslayas gevrilir,
adotan belo sistemi tagribi asihiligla avaz edirlar.

Sonrak: paragraflarda biz empirik diisturlann
amsallannin tapilmas: figiin an cox istifads olunan fi¢ dsulu
veracavik:

1. Segma néqtalar Gisulu;

2. Orta qivmatlar Gsuly;

3. On kicik kvadratlar iisulu.

4.5. Segmp nogtalor iisulu
Tutaq ki, sinaq naticasinda M(x, v} (i=1,2,- - - ,n)
ndqtalar sistemi alinmisdir, naticada
y=ft.a.a,0,) (24)

empirik disturu qurulmusdur. Burada m (m<n) sarbast
a,da,...,a, parametrlor, }F malum funksiyalardir. Koordinat
sistemninda saliga ila M, néqtalorina imkan daxilinds yaxin
hor hansi Q ayrisi kegirilir. Hamin oyri {izerinda m noqtalar
sistemi (m parametrlorinsayiqador) N (% . ¥, ) (/=12 - - .n)
gotiiriiliir, bu néqtalarin M -néqtalari ilo ist-iista dilymasi
vacib deyildir. Bu halda segilmis néqtalori Q ayrisi fizarinda
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barabar g6tiirmali va imkan daxilinds biri-birindon uzaq
masafada yerlosdirilir, eyni zamanda M, va M, uc néqtalori
ile fist-iists dilsmasi tovsiya olunur.

Sadalik magsadi ilo bu ndgtelorin absisi x; ox
tizerinds an boylik giyvmatina baraber gétiirGlir. Bundan
sonra tamdaqiglikle %, ¥, (/=12 * - ,n) qiymatlori dl¢iiliir.
Umumi halda a,a,....a, parametrlori asagndaki m tonliklor
sistemindoan tapilir

F=ft"fj-ﬂj-az-"'aﬂm) (=l 2.+ =+ .m) (25)
Bu f{isula y=ax+b xatti asihhq f¢iin (4.1)
baxilmugdur.

Kvadratik asiiiq  dglin - y=ax’+bx+e¢, abe
amsallarimi agagidak tonliklar sistemindan tayin etmak olar.
¥, =a%; + bE, +c
¥y = ufg + Hz +c
F3 =axi +b¥ +c
Onu da gevd etmok lazimdir ki, segma néqgtelar fisulu

hondasi qurmalarla slagadar olarag milayyasn sahvlars sabab
olur, ona gbra do bu lisul kobud iisuldur. Bu iisuldan o
zaman istifads etmok olar ki, verilmis moalumatlann
daqigliyini artirmaq #glin kigik bdlgiilordan ibarat olan
gobokadon istifads etmok mimkiin olsun. Bu dsulun
listiiniiyii onun sads vo oyani olmasindadar.
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4.6. Orta giymetlar iisulu

ogar
¥ 2. J0 0585, [0, ) (26)

empirik diisturuna verilmig M,(x,y,) qiymoatlarini yazmaq
bu halda (26) disturunun sol terafi Gmumiyystls saf
tarafina barabor olmayacaqdir. Onda farg (meyl)

?{x;a,,a,,m.n,)-yi =g (i=L2" - - .n) 27
meyl adlamr va saquli istigamatds M, ndqtasninin (26)
empirik diisturunun qrafikinin forgindon ibaratdir, bu
giymst miisbat va monfi giymatls gbtirillir (§okil 4.4.).

Orta giymat fisuluna 2asen empirik ayrinin an yaxst
vaziyysti onda sayilir ki, biitin meyllorin cobri comi E figlin
(s0kil 4.4)

E=)4=0 (28)

barabarliyi 6donmis y
olsun.

Orta givmat iisulu-
n# gor? a,a,...a, burada
m<n, biitiin & meyllori m
qrupa béliiniir, bela ki, bu :
gruplarin her birinda 7 e
eyni sayda meyl olmug $okil 4.4
olsun. Har bir grupa daxil clan meyllorin cobri comini E,
(i=1,2,- - - ,m)sifraborabaredib, a,a,....a, smsallarmin say1
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gadar tanliklar sistemini almis olang.

Bu sistemlari hall edib a,(#=1.2,- - - ,m) amsallanim
tapiriqg. Onu da geyd etmak lanmdir ki, har bir grup igin
meyllarin comi E; sifra berabor oldufundan,  biitin
meyllarin comi E, sifra barabor olur, basga sdzls bizim
sistem Ogilin (28) ifadasino boarabar olmus olacaq. Onu da
geyd etmek lazimdir ki, orta giymat Gsulunun nsticasi
meyllarin gruplasdinlmasindan kifayst qadar asihdir.
Tacritba gdstarir ki, empirik diisturun miivaffagiyyatli
alinmasi, meyllorin gruplagmas: onlann ndmralorinin
ardicilhifni saxlamagla alimr. Bels ki har bir qrup imkan
daxilinda eyni migdar hadlara malik olmahdir.

Misal, Maddonin sistemds @ migdanmn %l
qalmasimn ¢ zamamndan sonra, reaksiyaya girmasi
asafndaka cadval sokilinda verilmisdir:

r 7 12 47 22 27 32 17
@ | 837 | 729 | 632 | 547 | 47.5 | 414 | 363

2 vo r dovisonlori asafndaky asihhig dgiin empirik
dilsturu yazin. .
Halli. Verilmis sistemin OfQ miistovisinda (2,0)
noéqtalari tagriban vertikal oxlu parabola iizra yerlasir. Buna
g0ro empirik dilsturu asafndak akilds axtaracagq.
Q=ar+hi+c (29)
a,bc omsallanm toyin etmok {igiin orta giymot
iisulunu tatbig edok. Cadval giymatlorini (29) dilsturunda
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yazsaq, uygun meyllor fi¢iin agafidaka ifadalari alang.
e;=49a+7b+c-83.7
ex=14da+12b+e-72.9
es=28%a+17b+ec-63.2
=484a+22b+c-54.7
e5=729a+27b+c-47.5
eg=1024a+32b+c-41.4
Er=136%a+37h+c-36.3
a,b,c amsallanm orta giymatl dsuluna géra tayin
etmoak {i¢iin, &; meyllorini {i¢ grupa ayirag
I grup meyllar £1, €2, &3
II grupmeyllar &4 25
IIl grup meyllar &5 &7
Onda agafdaki sistemi alang.
£ +e,+85=0
& +8&,=0 (30)
g +&,=0
yaxud
482a+36b+3c=2198
12i3a+49b+2c=102.2 (31)
2393a+69b+ 2c=77.7
(31) sistemini holl edsrok a@=00235, b=-26115,
c=100.8295 alariq. Belolikla, axtardifimiz empirik diistur
agaghdak gakilda olar:
0 = 00235t - 2.6115¢ + 100.8295 (32)
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miigayisa lglin cadvalda (32) disturu vasitasile apanlmis
hesablamalarin naticalari verilmisdir.

cadval
- 0, g, (32) diisturu 4B
ila hesablanmus

I 83.7 83.7 0.00

2 7.9 7.88 +0.02

o 63.2 83.23 ~(0.03

4 34.7 34.75 -0.05

5| 475 47.45 +0.05

] 41.4 4]1.33 +0.07

7| 36.3 36.38 +0.08

4.7. On kigik kvadratlar iisulu

Tutaq ki, empirik diisturun
y=f(x;apas-am) (33)
sokli malumdur va
Ef:ﬁx!r'nffai'""am)_yj (i=L2: - + n)(34)
burada &- verilmis (x,y) ndqtesinden (33) empirik
diisturunun meylidir.
on kigik kvadratlar tisuluna ssasen a,a,- * - .a,

amsallari an yaxsi o zaman hesab olunur ki, onlarin
meyllarinin kvadratlan fargi
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S"“r-‘-”:a‘“ﬁw‘=i[ﬁﬁ-‘.;ﬂ;-ﬂ,."-ﬂ.ﬂ)—xf (35)
P

an kigik (minimum) olsun. Burada ¢oxdayisenli funksivanin
ekstremumunun varh sartindan istifads edarak, smsallar
tayin etmak d¢lin normal tonliklor sistemini aling,

a(i=5Z-  + .ml
as s a8 .
_=ﬂ_—:|‘:|__ ] e 2 _=ﬂ' {3\‘3‘}
a:f aﬂ? 5{]'”

Igar (36) sistemuinin yegans hslli vardirsa. onda
axtarilan holl olacaqdir. (36) sistemi o halda sadalosir ki,

f{x,-;a. y@,,--+a,) empirik funksiyasi a,i=12- - - ,m)
parametrlorina ssasan xatti olmus olsun.

Dogrudan da,
ﬁx:cz,.al.”-aﬂj =@, (x)+ap,x)+---+a,p, (x) qabul etsak,
alariq:

S(ﬂ‘.,ﬂzp”ﬂm) '—'i[aﬂ?’](-‘:,:"""'+ﬂ'.,~‘?-’,.,(-"-',:'—.}’f]}

faf

burada ¥ =y, —@,(x ). Buradan

& 2

S = 2@t )laen )+t s ) -y, ]=0 :
18 &

S = 2 Pul N (5) + o+ @y, 5, )~ 3,]=0
28a,

sadalagmis sokildo ovozloma aparsaq
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(0,0.)=30,E0,5) v (9,7)=30,x,

onda {37) sistemini asafndaki normal tonliklor sistemi
saklinda yazmag olar.
[ afpm@ )va (0@ )++a, (@@, )=(@.p
‘I_a;fw..%)+a;f¢mw;)+---+amr'¢-‘-w¢=,.,l:wﬂm,}:i

In kigik kvadratlar fisulunun fstiin cahadlorindan
biri da ondan ibaratdir ki, agar meyllarin & caminin
kvadratlan kigikdirsa, onda bu mevllarin éziari da miitlag
giymatcs kigik olacag.lakin orta qiymat dsulu {liglin
meyllarin cabri cami haggmnda, bela naticoys galmak
mimkiin deyil.

9n  kicik  kvadratlar  fsulunun  gatismayan
cohatdarindan biri hesablama omaliyyatimin ¢ox miirakkab
olmasmdin ibaratdir. Ona gors da bu fisuldan malumatlarn
daha dagiq Oyronilmesi vae amsallann daha  dagig
qii.rlnaﬂarin_in tapilmasi zaman istifads olunur. Ona géra bu
halda arahg qiymatlorin hesablanmas: zamam kifayat gadar
onluq isaralor gotlirmok lammdir. Bela ki, sks halda
axtanlan smsallar kifayat gadar dagig olmayacaglar.

Misal. ©n kigik kvadratlar iisulundan istifads edsrak
4.2- da verilmis giymatlor {i¢iin emprik diisturu yazin.

Q= f(x)
Halli yv=ax' +bx+c (38)

gabul edib, normal sistemin smsallarini hesablamag igin
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asafidak codvali gqururug

cadval, 1

1 v e * | o [7]] or

7 49 343 2401 837 | 3859 | 41013
12 144 1728 20736 720 8748 | 104976
17 | 289 | 4913 | 83521 | 632 | 10744 | 18264.8
22 | 484 | 10648 | 234236 | 547 | 12034 | 264748
27 | 729 | 19683 | 531441 | 475 | 12825 | 34627
32 | 1024 | 32768 | 1048576 | 414 | 13248 | 423936
37 | 1369 | 50683 | 1874161 | 36.3 | 134301 | 495047 II
154 | 4088 |120736| 3795092 | 399.7 | 7688.9 | 1860543 |'

e T L ] e N

Onda agafndak: tanliklor sistemini alang:

4088a+154b+7c=399.7
1207360+ 4088b+ 154c =7688.9
3795092a+ 1207360+ 4088c = 186054

Bu sistemi hall edarak
a=0.023381, b=-2.60066, ¢c=100.79] giymatlarini alarng.
Belalikla, axtardifimuz empirik diistur asagdak:
sokilda olar:
O =0.02341° = 2.60661 + 100.791 (39)
Asafndaki  cadvalda (codval 2) (39) empirik
diisturunun verilmis giymatlarls uzlasmas: géstarilmisdir.
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{29) Empirik diisturunun dagiglivinin giymatlandirilmasi

cadval 2

| o (39) disturuila® | £#=0-0
1| 837 83.69 0.01
21 229 7248 0.02
3| 632 63.24 -1.04
4| 547 54.76 -0.06
"5 | 475 4746 0.04
6| 414 41.32 0.08
713630 = 3636 -0.06

4.8. Iki parametrdon asih olan empirik diisturlarin
secilmasi iiciin bazi miilahizalar

Tutaq ki, verilmis x,, y, (i=l, 2, © + + , n) ndqtalor
sistemi liglin, burada n23 vo x,<x,<x;<- * + <x,.empirik
y=f(xa,b) (39)

dilsturunun taptlmas: talob olunur, Bels ki, (39') dilsturuna
iki @ va b parametrlari daxil olur.

4y,

Ax,

almarsa onda axtanlan empirik dilstur xatti olar:
y=ax+b. (41)
bu halda masalo sade {isulla hall olunur. Digar sads hall
kvadratik asthliq halim goéstarmak olar
y-y,=a(x-x, )+ b(x-x,) (42)
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Indi daha Omumi hala, yani (39) asiiliginin
fimumayyatls (41) va (42) halina gatirlmasing baxaq. (39)

——

empirik dilsturunun varb@ {giin zaruri sart, f -moalum

funksiyast, ¥, = f(x,,@,b) (i=1. 2. - - .n) tonliklor sistemi
ila wyusan olmahdir. Burada machul a.b-n1 yox etmak va
(x, ¥) nbGglalorinin (39) asiib@ digin varhg sortlan
sisteminl almig olang ki, o bu asihfimin varlifnm tamin
etmis olar. Umumiyystls bela vanasma kifayet gader
milrakkabdir. Verilmis (x,y) néqgtalor sistems Gglin (39)
empirik asiilifinin varb@mn zoruri gartini gixarag. '

Tutag ki, M;(x;,y;) M,(x,,y.) nogtoler sistemi
verilmigdir. @yrinin hamin négtalordon kegdivini forz edak,
onda

v, = Fab), ¥, = f,a0), y, = f(x,ab)  43)

(43) sistemindan a va2 b parametrlarini yox etsak

DPlx, X, %0 Yy p Vi) =0 (44)

(44) boraberliyinin, istenilon ijk (1=i<j<k=n)
givmatlari {igiin 6danilmasi, (39) asithibifimin varhi Oclin
zaruri sartdir,

Umumiyyatla (44) asithhiginin yoxlanilmas: miirakkab
hesablamalarla slagadar oldufundan, tacriibads fi¢ négtani
gotiirmoakly kifayatlonirlor: basglanfic (x,y,), aralg (x,y,)
son (x,y,/néqtslori gétiritlor, burada i=f, j=s (f<s<n/
k=n gqabul olunur.

M -néqgtasi elo secilir ki, (44) miinasibatii kifayat
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gadar sads olmus olsun. Onu da geyd etmak lazimdir ki,
bazan aralig M, nogtasi svazina M, siras1 nogtalerina daxil

olmayan ﬂx(f,,}"x_} ndqiasini goliirmak daha faydah olur:

onda X, .y, koordinatlanm interpolyasiya etmokls toyin

etmak olar.
Misal. Asafdaky gitvvat funksiyasimn varhfn iiciin
zaruri sarti ¢ixarin,

y=ax’ (45)
burada x>0, y=0 (i=l, 2, - -+ - , n) gabul olunur.
Halli. X, =4x,x, segok.
(45) diisturundan alang
y,=ax'; y, =ax, HK.“E ..E ¥y, =an, (46)
yo=ax X =yl y =y (47)

Beloliklo, (45) giivvat funksiyasimn varh@ {igin
zaruri gart x, vo x, hondasi orta x, qiymatina. y, va v,
giymatiorinin  handasi ortasi 1sa p, uyfun olmalidir.
Umumiyyatla, agar (45) giivvat funksivast méveuddursa va
x; qiymatlari handasi silsila amalo gatirirsa onda y-in
giymatlari do hondasi silsila amala gatirir.

Agor x, =m cadval funksiyas: deyildirsa onda

¥, interpolyasiya vasitasila tayin olunur. Bu paragrafda bir

daha tez-tez rast galinan asilihqlari nazardan kegiracayik:
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I y=ax+b f}’_};_—,ﬂ+§ Vil. y=alnx+b

IL y=ax* .1

T a+h

0L y=ab*  pp . %

e+ h

Qevd etmok lazimdir ki, gdstardiyimiz musaldak:

kimi, I-VII asilihglarimin varhf {iglin zoruri x, =%,

¥, = ¥, sartini asanhgla isbat etmak olar.

Burada x, =@(x,,x,) v3 ¥, =w(y,.y,) x>0 y>0

(i=1,2,- - - ,n) oldugu gabul olunur. I-VII empirik
asilbiglarimin varh@ diglin sada zoruri sortlor (cadval- 3)

verilmisdir.
I-VII empirik asihhglarimin varhi Giglin sads zaruri
gartlar,
cadval 3
" £ 5, Empik = Eynilagdirma
disturun sakili fisulu
f 2 3 4 5
‘:j + I" ¥ + Yu
I 2 2 y=ax+h
(cabri orta (cabri
givmat) orta giymat)
=a+bx
I VX Xy V¥i¥a p—_— burada
{(hondasi orta)| (handasi orta) Y=gy, X=lgx.
a=lga
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cadval 3-tin ard

i 2 3 4 5
X;+x Y=+
A J— y=ab" yaud e fx
burada
I 2 ¥t¥n y=a™ burada )
{cabriorta | (handasi orta) B=lgh =EY. o=iga.
givmat) B=lgb
I{xfx" ey
+ £ an i Y=ax+h
w xpHx, = {cabei y=H+ Yau
; =xyp
harmonik orta) - ’
orta
¥=ax+h
i XX, 2p¥n ] Bucada
V * -+ Y=
£ o Ml ax+b T
cabri orta harmonik orta e ;
j."l‘ﬂ.. 2y ¥ &
=ax+
I‘r +X _'"E'"_ X
¥T Lid ¥i*¥n ¥= = x
* m’ l. = —
h i harmonik orta ¥
orta
—
. ¥ ! + Vi . Y=gx+b
vir|  Y¥rEa 7 OO0 et burada
handasi orta orta X=lgx
Coadval 3-do  gostorilonlor arasinda  empirik

disturlann na §akilds olmasimin segilmasini asanlahdinr.
Empirik disturlarm yararh oldufunu yoxlamaq iigiin
verilmis ilk molumatlardan istifads olunur, x=%; va y.-ni

VO3 ) =Y. cadvaldas olan qiymatlaris milgayisa olunur.

lys-Fg| forgi kigikk olan empirik diistur secilir.
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Umumiyyatls noticods empirik diisturu secmo zamam aralig
qiymati nazore almaq lazmimdir. Sgar |y, - 3| boyilk olmus
olarsa onda uyfun diistur dogru deyildir
Dgar o, x )=x verimis x; qiymatlori arasinda
n &

yoxdursa onda ona uyfun giymati Xofti interpolyasiva
vasitasila tayin etmok olar.
¥ =y

_.;I:_:I'JII [ 'E—I_Jf
¥ . —=x E
[

i+

burada x; va x,, arahg giymotlordir ki, ¥ (x <X <x )

el

onu da qeyd etmok lazmdir ki, bels yanasma kobud
vanasma oldugundan, araliq négtalerin (x, ¥,) 6ziinii neco
aparmasiui nazaro almung. Bundan basqa cadval-3 da
verilmis funksiyalar asihbfn ¢ox da genis olmayan
funksiyalar sinfini ifads edir, els hala da rast golmak olar ki,
cadval-3 do ghstarilan ganunauygunluga tabe olmasm. Onu
da geyd etmak yerina diisardi ki, cadval-3 da gdstarilon
asithhiglar boraborlosdirma  Gsulu  vasitesilo  (x.y,) ik
verilanlorino gatirile bilor,

I-v1I funksiyalar) moneton olub, (x,y,) verilanlarin
nizamhihifina cavab verir ki, dx=x,,, -x,>0 artimunmn igarasi
va Ay=yi-yi  arlmumn isarssi sabit olmus olsun.
fi=1,2,- - + ,n-1). Dgar bu sartler ddonilmirss onda I-VIJ
asthihglarn aks gostaricidir.

Misal. Asagidak: cadvala cavab veran empirik
diisturu tayin edin:
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273 | 283

293

313

333

353 | 373

294|333

37.2

458

432

65.6 | 77.3

J-VIT kriteriyalarina ssason empirik diisturlann segilmoasi.

Cadval 4
_.: . 2 . Diisturyn
_P!Ff x Fr o _! .
x . Y |1¥-¥%, sokli
I i =333 2T Lmmas | S05| 285 Tepusth _ﬁ:
a2 uyfun galir,
y=ax" bagq:i’i
—_— disturla
Ir wpx, =300 |y, =427 487 Lo | . =53
nishatan yaxs
uyBun galir
X — Y=ax+bh-
Hr ' - =477 |505| 28
323 |y SRR
2x x 5 F=a+ E “
1 | —L&=3153 $17xe o535 |469| 645 P
X X b
It & uyfun galmir
X +Xx 2¥,¥ ¥ s
v | 2 T _gpy | =426 [s05| 79 | T T e
Yi+¥n i )
uygun galmir
2, e
.?Ij.f _____i_l = ﬂ.ﬁ -
Vi -2 9153| Trim 46.9| 4.3 —_—
Xy rx uyfun galmir
¥+ ¥p Y=algx+b-
VI | III o =319 | 2R L8 | 427 L65
5 ¥z, =319.1 7 3 | -
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Cadvalds verilon zoruri kriteriyaya gore asilihig
giivvat y=ax” saklinda olacag.

4.9. Ug parametrli emprik diisturlar

Bu paragrafda verilmis (x,y,) ndgtalor sistemi

(i=12- - - ,n)fliclin empirik diisturlann asasim tagkil edon {ig
parametrli empirik diisturu verak. Yoni
y=f(xiabc) (48)

Burada a,b va ¢ -ixtiyari sabitlordir.
1. Kvadratik asilihg
Tutagq ki, y=ax +hx+c (49)

Kvadratik asihhg figlin ~ kriteriva 4.1.4-do
gdstarilmigdir.

2. Qiivvat asiihiin

y=ax"+c (50)
buradan y-c=axP. Bu ifadani logarifmlasak alarig
Ig(y-c)= lga+blgx,

agafidak: kimi ovozlomo aparsaq
lg(y-c)=Y, lgx=X va lga=A,
onda Y=bX+A

(50) diisturundak: paramerlarin toyin olunmasma
c-ni toyin etmokdon baslamaq lazimdir. Bunun iigiin x, vo
x, son (uc) ndqtalerin handasi orta giymotlorini segak, x -i
tayin etmak figiin qurulmug sakildan (grafikdan) yaxud xatti
interpolyasiyadan istifada edarok uyBun qiymati tapibr,
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M fx,y,), M(x,y,) va M, (x_,y,) niqtolorinin (50) syrisi
fizarinds verlasdivini gabul etssk. onda asafdak: fic
barabarliyi almis olanq.
s b - b _ b
y,=ctaxy, y =cex’, y =c+ar
X, =+ *1%n ifadasini b glivvatine yiiksaldib vo a-ya
vursaq alarg

ax, =.|a’x x yaxud
W

¥ =it ,fry{ =Eig =)

Son ifadani sadaca hall etsak alarig

2
o ‘}II'FJn_FS
i
Yy, =
c-ni toyin etdikdon sonra NfX, Y J)-burada X=lgx,
¥Y=lg(Y-c) (i=1,2- - - ,n) noqtalorini qururug. Sgar bu

nigtalor dilz xatl (zorinds (toxminan diizxatli) yerlasirsa,
onda (30} asihilifn do@rudur, a va2 b amsallan ad: gayda ila
tapalir.

Misal. x va y doyisonlori iigiin asafdala cadvalds
verilmis givmatlors géra empirik disturunu yazin,

250 (500 (900 |1200 |I600 |2000
y |0d [9.23 08 |138 (250 |4.10

Halli, Asamdaki gakilds empirik diisturu qurag
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y=ax"+c
X, = 1h,’x Xy = V2502000 = 707 . Qrafik Gzarinds x,-> uygun

w.=0. 307 tapariq, onda
~0.10-4.10-(0.507)°
“70.10-4.10-2-0.507
Digor a vo b parametrlori orta giymat isunla
vasitasilo tapihr. Bunun dgiin baglanfic tanliklari vazirig
!g[vj-—ﬂ.ﬂ#3)=13a+bfgxi {i=1,2 - - ,6) Ondaalang

-1.2840=lga+2.3979b

0.1245=lga+3.0792b

-0.6345={ga+2.6990b

0.4000=Iga+3.2041b

=1.1238=lga+2.95425

0.6077=lga+3. 30000

Bunlar fig-ii¢ gruplasdirsaq, alarig
-2.0423=3lga=8.0311h, 1.1322=3lga+9.5843b

yaxud

=0.048

—2.M23=31'gﬂ=3.ﬂ.1.’fb} (51)

1.1322=3lga+9.5843b
(51) sistemini holl etsak alang
a=5.789- 107 va b=2.071
Beloliklo, axtardifnmiz empirik distur agafndak
sokilda olar.
7=5789-107 -x%071 9048 (52)
(32) disturu vasitasilo alinmus ¥ giymeotlorinin, y-in
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cadval giymatlori ilo miigayisasi cadval 1-do gbstorilmisdir.
Cadval i

x ¥ v E £=y-§
250 | 6.1 |0.162| -0.002
500 | 0.28|0.273) +0.007
oS00 | 0.80 0808 -0.008 |

1200 | 1.38 | 1.426 | -0.046
1600 | 2.56 | 2.552| +0.012
2000 | 4.10 | 4.020| +0.08

3. Ustlit funksiya asihhin

Tutaq ki, y=ae™+c (33)

¢ toplananmim sol torafa kogiirsak vo alinmug ifadani
logarifmlasak alang

lg(y-c) =lga+(bM )x ; =lge=0,43429.
Belalikla , Y=lga+bMx (54)
burada ¥=lg(y-c).

Ovval ¢ parametrini tayin edok. Bunun ii¢iin avvalki,
halda oldugu kimi verilmis uc noqtalarin M, (x,y,) va
Mix_,y,) qiymatlorini gdtlirilb onlarm cabri  orta
giymatlarini hesablayaq

X;+%p
2, = I 2
x-y uyfun olan y, qiymatini tapaq (almms grafikadan,
yaxud xatti interpolyasiya vasitasila). Alinmis bu qivmatlari
(53) empirik diisturunda yazsaq
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¥y =ae'bxf e, y5=a£bx-" +&, W = 1e™a +¢  alang.
Buradan
y;-c=aebx3, y,—c=aet®, y —c=age?

0, =00, —t) =, —¢)
alinmug ifadani e-ya nazaron hall etsak alarig
¢ Yiduz¥e
-l“llI +—}I-I1‘-E-Fl

Sgor  (54) ashibfonn  xotti  asibhd  oldugu
milayyanlagarsa, onda digor a va b parametrlori adi iisulla
tapilir,

Ustli funksiyalarin asibh@ digin (53) analitik
kriterim gixarag. x, givmatlarinin barabar mosafada barabar
oldugu gabul olunur.

Ax=k=Conmst (i=12- - - n}

(53) diisturundan

bixi+h)

y,=aebx' +ec va ), =ae +¢ alang.

bx;

Yaxud a,=a(ehh =1

(55) ifadani logarifmlasok alang

lgdy,=iga, +bMx,

Burada M=1/gl0=0,43 belaliklo (53) borabarliyi
Gdonildikds N,(x,lgdy,) (i=1,2,- - - ,n)noqtalari har hans: bir
diiz xott iizorinda yerlogir. Belolikla, 4x, sabit oldugunu
gobul etsak, onda axtardifimiz kriteriyam asafndak: kimi
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ifade edarik.
A(lgdy,)=Const (i=1,2 + + .n) (56)
Umumiyystls {igdon artiq parametra daxil olan
empik diisturfar tacriibada ¢ox nadir hallarda rast galdiyina
g6ra onlara baxming.
Misal x va y davisonlori {igiin verilmis cadvaldok:
giymatlara gbra empirik dilsturu yazin.

iy

x| 0 |o1lo2]|03|04|05[06]07]08]09]010
v [1.30]1.44]1.59]1.78|1.97|2.19|2.46|2.74|3.06|3.42| 3. 84

Hoalli: Ay, farglor codvalini dilzaldak.

Cadval-2
y | Ay | lg(Ay) | AdlgAy)
0.0] 1.3 014 -0.85¢| 0.030
0.1 | 1.44| 0.15 | -0.824 | 0.103
0.2 1.59| 0.19 | -0.721 | 0.000
0.3 |1.78]| 0.19 | -0.721 | 0.137
0.4 | 1.97| 1.22 | -0.658 | 0.089
0.5(2.19(0.27 | -0.569 | 0.006
06| 246 0.28 | -0.553 | 0.038
0.7]2.74| 0.32 | -0.495 | 0.05]
0.8|3.06| 0.36 | -0.444 | 0.067
0.9|3.42| 042 | -0.377
1.0|3.84
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Gorlindiylth kimi 4y, forgi monoton olarag
artdigindan x va y arasindak asiliig xotti deyildir. (56)
kriteriyasimu  (33) dstlli funksiyam {igin  yoxlayaq.
Cadval 2-don goriindiiyil kimi, A(/gdy )} G¢ciin kifayal gadar
sapolanme mévcuddur., Buna gdre y=ae™+c¢ asiihfim
kobud yaxinlagma kimi gabul etmak olar.

Jn=%ﬁﬂqu=£m+Lm=ﬁj_ﬁ=lH
buradan

£=3344Ja—aJw3
130-3.84-2-210
a va b parametrlorini orta giymot Gsuluna 2sason tayin
edirik
Ig(y;—0.258)=lIga+(bM )x; (i=1,2- + - ,10)
Asafdaks tonliklor sistemini yazaq

5 5
T lg(y, -0258)=6lga+bM T =,
i=0 i=0'

10 10

Tlg(y, ~0258)=5lga+bM ¥ x.

i i

6 i=6

x; va y, giymatlorini yuxandki ifadalards yazsaq alang.
{ﬂ,wﬂ:ﬂgau.jb#f

2.2392=35lga+4.0bM
buradan a=1.044; b=1.234.
Belalikls, axtanlan empirik diistur asafidaks sokilds olar
V= 104427 1. 0.258 . (11)

=0.258
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Alinmig ([) disturu ilo verilmis ilk malumatiarla
miigayisesi asafidaka cadval 3-da verilmisdir.

Cadval 3
¥ (11} ditsturu il _
x ¥ Ay=y—¥
hesablanir
9 L3¢ 1.302 -fL.00z2
7] L4¢ 1439 +0L 001
0.2 .39 1394 -(1.004
03 178 1770 +0.0/0
.4 197 1968 +0. 002
03 219 2193 (.00
.6 2,46 2447 +0.0013
0.7 274 2735 +{1 (15
08 .06 3048 +{.012
09 342 3428 +,.078
1.0 { 38 3844 -0.004

5. FUNKSIYANIN TOQRIBI DIFFERENSIAL-
LANMASI VO INTEQRALLANMASI

5.1. Funksiyanin tagribi differensiallanmasi

Cadval goklinda verilmis y=f{x) funksiyasimin prak-
tiki (tocritbi) mosalalorin holli zamam tez-tez tdromasinin
tapilmasi tolab olunur. Bazi hallarda isa analitik sokilds ve-
rilmis funksiya gox miirakkab oldufundan, birbaga onun
téromasinin tapilmas: ¢atinlik téradir, bu halda tagribi dif-
ferensiallamadan istifada etmak lazim galir.
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Verilms fix) funksiyasiun tagribi differensiallama
diist@runu almaq fglin, fix) funksivasim [2.b] pargasinda
har hansi bir P{x/) [unksiyas: (cox vaxt Pfx) funksiyas: po-
linom saklindo olur) ila avaz edirlar, sonra isa;

fiix)=P'(x) a<x=h (N
differensialim hesablayirlar.

Analoji olaraq ffx/ funkstyasimin yiiksak tartibli t6-
romolari tapilir. Ogor interpolyasiva funksiyasi P(x/) ma-
lumdursa, onun xatas aydindir ki,

Rix)=f(x) -P{x; (1)

fargina boraber olacaqdir. P7x) toromasinin xotas: iso
asagidak diisturla ifada olunur

r(x)=f (x) -P'(x) =R (x), @)

yoni interpolyasiya [unk-
siyasimn  tGramasinin X2~
tasi, bu funksiyanmn xota-
siin  toramasine  baraboar-
dir, homginin, bu qayda
yitksak tortibli {Gramslara !
das aiddir. Onu da qeyd Sakil 5.1

etmak lazmdir ki, mu-

mivyatls  togqribi  differensiallama omeoliyyati  inter-

polyasiyaya nazaran kicik daqgigliva malikdir. Dogrudan da,

ordinatlart bir-birina yaxin olan iki ayrinin y=f{x) va
=P(x) [a.h] pargasinda onlarin bu pargada tdéramalarinin

f(x) va P(x) varlips demak deyildir. Yoni ordinatin eyni

bir giymatinds hamin ayrilars ¢gakilmis toxunanlann bucag
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amsallarimin farglarinin kigik olmas: demakdir (sakil 5.1).

5.1.1. Nyiitonun interpolyasiva diisturuna ssaslanan
taqribi differensillama

Tutag ki, [a.p] par¢asinda x,(i=0,1,2....n) barabar
masafali ndqtalords y,(x ) funksiyasi verilmisdir. [a,b] parga-
sinda y'=f(x), y’=f (x) va y funksiyasim taqribi olarag
Nyiitonun interpolyasiya polinomu ils avaz edak, bels ki,
homuin polinom x,,x,,....x, ditylin négtaler sistemi figiin qu-
rulmusdur k<n) .

Asafidaky ifadani vaza bilarik:
ym=},u+wn+%ﬂz,,ﬂ+ﬂgq~_guﬂz}.ﬂ +m_q_—ln_:_=:jtq—_3: alyge (3

X=X,
burada g="7L vo h=x ;¥ (i=042...)
(3) boraberliyini asafndaki kimi ifada etmok olar:
W)= yn+¢4"ﬂ+g£§gdz_vn+qj_3qz+gdiy +""_&T];;Jg2-ﬁqd"_1h+ 37

dy _dydg _1dy
dx dgdc hdg
oldufunu nazars alsag yazmagq olar:

2 3.
i Jg -+ 2 " -%" + g4
1ﬁJ--fJJ’rr“‘iq; Lypr= :'ﬂ' £y !*'-i'” 2= a5 b 4)

Analoji olarag

Diisturu ssasinda yaza bilorik:
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2
i) = — ::‘ {d Yo+l - ;,u P +ﬁL—q—@f’r—TLf4“1‘_-.-rI +..] (9

h 12

Belalikla, bu gayda ilo istanilon halda y(x) funksiya-
sinin istonilon lartibdan toramasini almag olar.

Qeyd etmak lazimdir ki, y (x), ¥ (x),... funksiyalar-
nin gevd olunmug x-3 gbra (oramasi giin, x, baglanfic nbg-
tasi kimi ordinatim cadval glymatine yaxin  giymal
gotiriibmalidir,

Bazi halda y¢x) funksiyasimn asas x; cadval ndgtala-
rinda tdromolarinin lapilmas: 1alab olunur. Bu halda adadi
differensiallama diisturlar) sadalosmis olur. Bela ki. har hir
cadval giymotini baglangic noqtalari kimi gabul etmak ol-
mur, Onda x=x,, ¢=0, gabul etmaklo alang :

2 3 4 5.
.v’r’xﬂj =%:"er £ ;” +d—:"~—d%+ : :':' +) (6
V') = —"Tz-m‘?yo —alyo v tLaty, T A (7)
k i2 fi
Bu halda téramanin torifinden malumdur ki, buraxilan xata
' - I)k k +1 Yo
s

Misal. Asafdaks codvsl soklinda verilmig y=lgx
funksiyasimn p'(50) giymatini hesablayin,

Halli. Burada h=5 gabul edarak cadval | da sfitunlan
sonlu farglorla doldurag.
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Cadval 1
x ¥ Ay [ﬁzy Ay
50 | 1,6990| 414 | -36 | 3
| 55 [1.7404| 378 | -3]
60 [1,7782] 347
65 | 1,8129

Cadvalin 1-¢1 satrinin (6) disturuna 2sasan, fargin
dérliinei tortibino kimi davam etdirsaok, alanq:

¥ (50) = ém.w;u 0.0018 + 0.002) = 0.0087 .

Abhnmus qiymotin daqigliyini hesablamaq figiin
v M 04
J‘l:fgx -yx = —= 1_3#2‘1;‘ == ﬂ_ﬂﬂg?i
x 30

Belalikla, natica dérdincii ragama kimi iist-iista diistir.

5.1.2. Stirling diisturu ssasinda togribi
differensiallama diisturlan

Birinci paraqrafda verilmis y=y(x) funksiyasimn
x=x, noqtasindo adadi differensiallanmasinin 2sas g¢atis-
mayan cahati ondan ibaratdir ki, onu yalmz funksiyanin
birtarafli giymotlari Gigiin (x>x,) totbig etmok olar. Nisba-
ton daha daqigq qiymoatlori simmetrik differensiallama
diisturlann verir vo funksiyanin x>x, va x<x, giymatlari
iigiin tatbiq oluna bilir. Bu disturlan adatan moarkazi diffe-

rensiallama diisturlan adlandirirlar, biz bunlarin biri ila ki-
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fayatlonzk. Bunun tiglin Stirlingin interpolyasiya diisturunu
asas gabul edak.

Tutag ki, .., X5 X5 X.;. Xp X; X5 Xx; borabor moasafa-
da duran sistemdir ki, addim x,,-x=h vo y=f(x,) verilmiy
y=ftx) funksiyasimn uygun qiymatloridir.

X=Xg
h
oldufunu gabul edorsk, y/x) funksiyasim tagribi olarag
Stirlingin inlerpaljrasiya polinomu ilo avaz etsok, alary:
L LC M) ISR i C i) P
k|

q’=

}r{x} =¥, +q’dy ;1- 11—]': J"-i a —Ad Ya* {B}
2 1 2
LG litlff ~2') 8 v, H_'If_'_‘::i'_z_ld*_v_ﬁ.u_

:

burada sadalik Gigiin asa@idak: kimi avozlomo aparaq

Ay +4
JJ'._i =_J"_L2_J"d
2

A’y +z:f"y
.:‘IJ oty -3 -t |
}'H% >

i 4’?-: + ds}'-z

Ay ¢
3 2

Ya.8

(8) ifadasinda %—ﬁ% oldufunu nazars alsaq, hamin diisiur

agafndalks gokilds yazla bilar:
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o oo 2 3’ -1 24—
_vfxlz;fﬂy_é-rqd y_ )+ q:j 4”3}'__;7 ”qd"yh,-n—

o 3
M Gl P e [ L TR
120 <

xiisusi halda, g=0 oldugda, bu diistur asaiidak: sokilda olar

()

!
—-{A"y s+ — Ay 5+ ) (10)

6 T2 2

1
-‘frxn}=;1rdyu

re |

a 1 1 1 %
¥ [xl:i}:h_z[‘ﬂl}’m! _EA“J"I +ﬁdﬁ}’_1 +J

Misal Cadval saklinds verilmis yfx) funksiyasimin
v (1) giymatlarini hesablaym,

Cadval 2
x y dy | 4y | &y | 4y
0,782
gﬁ: ﬂ?:f;s; e saad BT 0
frm i;?ﬁ.i.?j A -i'.?ﬂi 2
: ’ -0.88656 | 6
1,02 | 0756332 |~ oo oo\ <1275 =
1,04 | 0,74734 '

Halli. y{x) funksiyasinin cadval 2 farglarini va onun
alundan xott ¢okilmis hadlarinin givmotlarindon istifada
edarak, (10) diisturuna asasan asagidak: ifadani alanq:

il BTS¢ BBESE. p 12546 oo B 4 ea
_pru-ﬂmr = 1 e i .m}m ) (10"
=—50-(88005.5+ 4.2+ 0)107 =-0.4400485

Qevd edak ki, verilmis y=f{x) funksiya sifir tartibli
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Bessel funksiyasidir y=J,(x .

Bildiyimiz kimi J}(1) = —J, (x) |, = —0.4400506

Qeyd. Bazan cadval saklinda verilmis differensiallana
bilon y={x) funksituasimn ekstremumunu tapmagq tolab
olunur. Bunun iiglin ¥ ndqtesinda ekstremumun olmasi
ligin zoruri sort »'(x)=0 d&donilmasindon ibarotdir. (9)
diisturundaki ifadoani, yoni v (x )-i sifira barabor edib, ardicil
yaxmlagma fisulu il ardicil olarag g-nln giymatini tapinig:

X=xy+qgh.

Burada ¥ (1) disturu ila va yaxud har hans: bagga
bir interpolyasiya dilsturu ila hesablamr. Tapilmig y fuksi-
yasinm giymati o sortls ekstremumu olacaq ki, X strafinda
ikinei forg 4%y isarasini sabit saxlamig olsun.

5.1.3. Funksiyanm barabar masafodaki qiymatlorinda adadi
differensiallama diisturian

Tutaq ki, x, x,,...,%, barabar masafolerds duran, yoani
Xorx=h (i=0,12,...,n-1)
va y=y(x) funksiyas: tglin y=u(x,) (i=0, I, 2, ..., n) ma-
lumdur. Verilmis x, dilyiin néqtalori {igiin Logranjin inter-
polyasiya polinomunu quraq:
Ln{x} e Zn; 1_I::+l {x):”i

i (X "xr)n:m (x;)

burada I %)= (3%0) (%% )... (X%,
onda L(x)=y (i=0,1,2,....n)
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(11) diisturunu nozora alaraq dilyiin noqtalarinds toramanin
xatas: figlin yaza bilorik:
il(n-i)! ;
) = Vpn S8 1}3: y @ )

burada & x,, x,.....x, nﬁqt:r[:n arasindaki araliq qiymatlar-
dir,

1. #=2 (ii¢ négta) O¢ln hesablama aparaq. (12) disturun-
dan alarig:

1
Ly(x) =2 yo(@-1Ng~2)-14q(qg—2)- y;q{q -1
burada 3“' = h oldufunu nazars alsaq vazmaq olar:
q
' ' i e
Vix)e I-:Ir-"}=—[—,Pnf29"3r"}':f39'3:‘ +=y,(2q-1)
hi2 2
xiisusi halda, térama figiin
y(x;)=y; (i=0,1,2)
agafidak ifadolori alang:

ot

Yo ;'ﬂr_i}'u 4y, =¥
=y 4 1)

¥ 0 Mo T ¥

I
= Eﬂ'ﬂ _".FJ +3_}’_,_],

Uygun olaraq onlarm xatasi asafdak: kimi ifado
olunacaqdr:
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X—Xp
h
alang: o, (x)=h*q(g-1)(g-2)...(q-n)=K""qg"™" va
0L, 06, ) = (X, = X )%, — Xy o= {%, = %,y X, = Xy JooX, = X, ) = (11)
= Wlifi = 1) 1f =d)-- [ = D] = (=1 Wil (n— 1)} :
Logranj pehnomunun L (x) asafidak sakilda oldgunu bili-
nk:

=q-r

(1)

(=" 4
Lo = Z:f(n N g1 W

dx
i h oldugunu nazera alaraq yaza bilarik:

—j =i {’.PH-U
P{waLn(;x)—— (W’L l;'; dql o= l (13)

Analoji olaraq y(x) funksiyasimin yiiksak tartibdan
loramasini do almag olar. Onun xstasimi giymatlondirmoek
Ggiin is9 ry(x)=y'(x)—Ly(x) tapilmahdir.

Xatanin malum dilsturundan istifada edarak interpo-
lyvasiya dilsturunun xatasimt yaza bilarik

(n+,’)r¢)
Ru(®) = Y9~ In@) =282 0, 40, (14)

burada {=¢&(x)- xpx;, x, nﬁqtnlan arasindak: araliq giy-
matlardir. yix) e E"r” +i oldugunu gabul edarak alang:

{ ()8 ) + 11,00 [’”’*”m}}

(%) = Ry(x) = ey
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I' [0
Iy = ;hz}r {gﬂ,}

1 ”
f=-ch’y" (&),
| ..
Iy =§h23’ @:2] F
Isbatsiz olaraq dérd va bes nogtalor iigiin asagndak:
differensiallama disturiannt versk, onlann dogrulugunu
oxucu 6zl asanligla isbat eda bilar.

2. n=3(dérd ndqta)
3
] h
Yo = ﬁ—h'[— Iyg + 18y, -9, + 2y3)- TFW"U

4)

i W
y}=a( 2yp -3y +6y; - y3)+—}’ (&),

12

e L
Py =— —ﬁ_}-l + 3 + .2 e f L]
2 ﬁh(}’ﬂ 7 Y3 J"j] JT_E} &)

] _.l' h 4
Y5 =a{—2}'a * G-y fi’PJ)*E-"”f@J'

3. n=4 (bes noégta)

4
’ 1 3 3

!
12;:[ 3y —10y; +18y 5 ~16y; +n)-—ﬂy‘r Jee),

e

3)
~8y; +8y; - 16 -
fzh(,vﬂ ) +893 = 16y3 = 4) w0 &

J";

Yy =
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£

1 R (5)
Pa=—0 _2},- +,|5_1: —jay +fﬂy + 3 G L i
3 th( 0+@1 =183 + 1073 +37) 2w’
F
1 h

Baxdifnmiz 1-3 hallarda alman disturlardan gériindiiyil
kimi, agar ndgtalorin say: tokdirsa, onda uygun olarag adadi
differensiallama diisturlan sads alimir vo yitksok dagigliva
malik olur.

n f h f
gt T Theer e Ty .
x.z X.r x’] X, X; “
Sokil 5.2

Asafida n=2 va n=4 hali G¢iin morkszi térama
diisturlar: verilir, bele ki, simmetrivam géstarmak fgin,
négtelorin némralari dayisdirilmisdir.

1. n=2

¥ =i(y ~y )—h—Jy‘“’(r:)
i Zﬁ 2 -1 ﬁ

y=v(x,) va i=1,0 1I;
2. n=4

i
2 1 h
Yo =E[Y,r -J*_j)-a()’g = Jﬂ'_z)""ﬁyﬁ"t’&)

burada y; =y(xr-]. i==2-1012
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5.2. Funksiyanin tagribi integralanmasi

Ogar f(x) funksivasi [a.b] parcasinda kosilmozdirsa
va onun ibtidai funksiyasi F/x) malumdursa, onda bu fun-
ksivanin miloyyan integrali g-dan b-yo kimi Nyiiton-
Leybnis diisturuna gérs agafidaki kimi hesablanir.

b
Lfrxjdx=F(bj—Fra_J (16)

Burada, F(x)=f(x)

Lakin bir g¢ox hallarda funksiyanin ibtidai
funksiyasim Ffx)-i tapmaq mimkiin olmur, yaxud bu
hoddindan artig miirakksb oldupu figlin (16) disturu
vasitasilo onu hesablamag ¢atin, bazon do miimkiin olmur.

Bundan basqa, tacritbada integralalti funksiya f{x)
gox vaxt cadval soklinda verilir, bu halda, dimumiyyatla
ibtidai funksiya anlayis: 6z mahiyyatini itirmis olur. Analoji
suallar ¢coxqat integrallar fi¢iin do meydana ¢ixar. Buna gora
da tagribi hesablama, ssasan adadi hesablama tsulu ilo
miiayyen inteqrallarin hesablanmas: osas mahiyyot kosb
edir.

Umumiyystls, funksiyamin adadi inteqrallanmas:,
integralalti funksiyanin miioyyon giymatlorinda miiayyan
integralin hesablanmasindan ibaratdir. :

Birgat integralin adadi hesablanmasi mexaniki
kvadratura adlanmir, ikigat inteqralin hesablanmas: isa
mexaniki kubatura adlamir. Uygun disturlarn iso biz

kvadratura va kubatura disturlan adlandiracafg.
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Mexaniki kvadraturanin adi tagribi verilmis ffx )
funksiyasimn  [a.b] pargasinda interpolyasiva vaxud
approksimasiya funksiyasi ¢(x) sads (masolan polinom)
funksiyalarla avaz olunur.

b b
[ f(x)dx = [pfx }dx (17)
a a

@(x) funksiyas:1 ela sokilda olmalidir ki, onun
integrahni bilavasito hesablamaq miimkiin olsun. gar f(x)
funksmiyas: analitik sokilda wverilmisdirss, onda (17)
diisturunun xatasimn giymatlondirilmoasi masalosi meydana
CIXIT.

Bu magsadlo Logranjin interpolyasiya polinomunu
asash suratda nozardan kegirak.

Tutaq ki y=fi{x) funksiyas: [a.b] parcasimin n+/
sayda noqtalorinds x,x, x, ..., x, giymatleri molumdur,
uygun olaraq

Jix)=p(i=0,1,2....n), (18)
b b
[ yde = [ f(x)dx
a o

integralinin taqribi hesablanmas: talob olunur. Verilmis Ve
nin qiymatlorina géra Logranj polinomunu qurag;

i
Lyx) = E n_'_{{x}
i=l fx_xi)lﬂﬂ}fi'i)

Burada I, (x)=(x-x,) (x=x,),..., (x-x, ),
bela ki, L(x)=y(x) (i=0, 1, 2.....n)

;- (19)



f(x) funksiyasmi L.(x) polinomu ila ovoz etsak,
safndaki barabarlivi alang:

b b
JfrIMIJLn(x)dx+RnffL (20)

burada R/f] (20) disturunun gahq haddidir. (19)
ifadasindon istifads edarak, asafidak: taqribi kvadratura
diisturunu alang:

i
= .y 21
yex ;Ef'{‘}i (21)

burada

boooT
A =] ml® 4 G-012..m (@D
' ﬂ{'x—xijﬂ;t”(:cﬂ

Sgor integrallama sarhadlori a va b interpolyasiva
funksiyasimin dityiin néqtolari olarsa, onda (21) kvadratura
diisturu “qapali ndv”, oks halda isa “agiq nov” adlamr. 4,
amsalim hesablamaq Ggiin:

1) Diiyiin ndqtelorinin verilmis diiziiligii zamany, A,
amsallar1 f{x) funksiyasinin segilmogindon asil deyildir;

2) n-doaracali (21) polinomu daqiqdir, bela ki,
L (x)=f(x} xisusi halda y=x* (k=0123, ..n), (21)
diisturu dagiqdir, yani R(x*) =0, (k=0, 12, .. ,n) (21)
diisturunda y=x* (k=0, 1,2,...,n) qiymotlorini yazsaq, onda
n+1] sayda xatti tanlikler sistemini alarig bela ki,
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4]
!“":::ZﬂAf
n
Y= 2.4% | (23
........ —
In=f=ﬂffix”1
burada
b k+1_ k+1
T L e (k=0, 1.2...., n).
k k+1

a
Buradan A4, A4, ..., 4, omsallarmi tayin etmoak olar.

Belaki, (23) sisteminin  determenanti  Vandermond
determenantidur.

D=i§j(xj —xj)afﬂ.

Onu da geyd etmak lazimdir ki, bu iisulu iatbig
etdikdo faktiki olarag Logranj polinomunun L.{x)
qurulmas: artigdir. Umumiyyatls kvadratura diisturlarinm
xotalarim hesablamaq iigiin an sads fisulu S.M. Nikolsk
vermisdir.

Misal. Asagida verilmis kvadratura sekilli diisturu
gixarin

!y:ix'=z! y[—"-'-]-i-d y{'{]-h‘! y[gj (24)
Iyde=dgy| 4 [+ 4 3 [+, ;
Holli:  (24) disturunda y=x* (k=0,1,2) yazaraq vo

i 1 )
yﬁ::}, ém:!ﬁz, [x*dx=1/3 oldugunu gabul edarak,
]
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asafidaka tanliklar sistemini alarg

Buradan  A,=2/3, A,=-1/3, A,=2/3 naticada

1 21N 1 (1), 2 43 _
T 3”14] L2J+3J’{L4] &
almir. (25) disturu agiq ndév kvadratura diisturudur va
doracasi ikiden bdyilk olmayan polinomlar figiin dagiqdir.
Asanligla gostarmak olar ki, (25) diisturu y=x iigiin do
diizgiin natica verir. Ona gora do bu distur fg daracali
polinomlar tigiin da dogrudur.

5.2.1. Diizbucaghlar diisturu

inteqralalt: funksiyanin bir nega adadi giymotlorinda
milayyon inteqralin tagribi hesablanmasi figlin miixtolif
iisullar mévcuddur.

Tutag ki, [ab] pargasinda kasilmayan y=fix)

funksiyasi  verilmisdir, onun [ f{xjdx inteqralinin
a

hesablanmas: talab olunur. [a.b] pargasim a=x, Xy, ..., X,=b
néqtolori vasitesilo uzunluglan 4x olan n barabar hissalars
ayiraq:
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b—a
L

Xp XpX5...,%, ndgtalerinds fix) funksiyasimin giymatlarini
uyfun olaraq y, ¥y, ¥s..., ¥, -1 igars edak
Yo f(Xo), ¥ =%, yi=f(x3), .. 3,50(x,).

Asafidaki comi dilzaldok:

Yodx +y4x +yadx + . +yppdx + yudx.

Bu comlarin har biri [a,b] par¢asinda f7x) funksiyasi
fign integral comdir va toqribi olarag asagdak
inteqrallarla ifads olunur.

Ax =

b b-a
‘j;ﬂxjdxm-T{;—-a+y;+yz+...+yh.) (26)

b b-a
{J;flfx)‘i'f s Tf.l’} ¥yt typ) (27)

Aldifimmz bu  disturlar ty
diizbucaghlar diisturudur (sokil
53). Aydndr ki, f(x)
funksiyasi artan vo miisbat
funksiyadir, onda (16) disturu
pillavari fiqurun, daxilinds va
xarincindaki  diizbucaghlann
saholori comina barabardir.

Diizbucaglilar diistury Sokil 5.3
vasitosile inteqrali hesabla-digda n-nin giymoati artdigea
buraxilan xasta azalir (yoni bélgii addimu kigik oldugda
=ﬁ—a}

n

AX
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5.2.2. Trapeslor diisturu

Tabii olaraq miiayyan integrah hesabladigda y=f{x)
- ill i iymat- &
ﬂI‘II‘ p SVET] qlmg ¥ ¥ ffx}‘q A, ﬁ—._
larini, siniq xotlerls avaz " t ]
etdikda, daha ¢ox xotala- '
rin alnacagimi gozlomak

_'q ¥
olar (sokil 54). Onda , v ¥ei
aABb oayrixatli trapesi- |
yamn sahasini, yuxaridan %
7] k=n x % X, x=bh
A.ﬂ‘#p A}AE’“"A:I-J' B vatoar- Saki] 54

lari il mohdudlagan diz-
bucagl trapesin comi ila avaz etmak olar. Bela ki,

i ol ., JoT¥ = el ;
onlardan birincisinin sahosi 5 ! Ax, ikincisinin sahasi

+
59 Y1 ‘—;3 Ax vas, Onda

b
[ =0 ey gy btyas)  O)

(28) diisturu trapeslor diisturu adlamr. Qeyd etmak lazimdir
ki, (28) ifadasinin sag tarofindo duran adad (26) va (27)
disturlaninin sag torafinds duran adadlorin cobri orta
giymatlorina barabardir. n- adadi ixtiyari segilir. Bu sdad n2
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gura bilorik. Onda parabolik trapeslarin sahalori comi
integralin tagribi qiymatini verar.

Avvalca, bir parabelik trapesin (gokil 5.5) sahosim
hesablayaq. Bunun ii¢iin asagidak: lemman isbat edok.

Lemma. ©Ogar oyrixoth irapes y=Ax*+Bx+C
parabolasi ilo homginin OX oxu va aralarmdak: masafs 2k
olan iki ordinatla mohduddursa, onda mahdudlasmis hamin
figurun sahosi

h )
- ;:’}*n”yﬁm {29)

barabardir.
Isbat:. Sakil 5.6-do gostorildiyi kimi, komakei
koordinat sistemi gétiirak :
Y=Ax'+Bx+C (30)
Parabolas: asafdaki sartlardan tayin olunur
Ogar x,=-h onda y,=Ah-Bh+C

x,=0 onda y=C, (31)

x,=h onda y,=AR+Bh+C.

A, B, C smsallarimi malum hesab edarak, miioyyan
integral vasitosila parabolik trapesin sahosini hesablaya
bilorik.

3
= }413 +Bx+f:)¢r=g_‘f"3—+ﬂ'—fc:xﬁ{h = g(.?Ahz +6C)
(31) borabarliyindon gériindiiyii kimi, y,+4y,+y,=24h°+6C
belalikla S5 = g,{yﬂ +4y, +y;) 1sbat olundu.

fndi asas moesaloya qayidag (sekil 5.5). (31)
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gador bdyiik olarsa, basqa sozlo, na gadar Ax = P

kigik
olarsa bir o gador (28) tagribi baraborliyinin dagigliyi boyiik
olar.

5.2.3. Parabolalar fisiilu (Simpson diisturu)

[a,b] pargasim ciit n=2m vo barabar hissalara bélak

¥
y=Ax'+Bx+C
Ad

O z=a x x x x x Jr,==¢'}
Sakil 5.5 Sakil 5.6

Birinci iki pargaya[x,x,] va [x,x.] uygun olan va y=f(x)
funksiyasi ilo hiidudlanan ayrixatli trapesi, M, x,¥,).
Mfx,y,), M,(x,y,) néqtalerindan kegan oxu OY oxuna
paralel olan parabola ils avoz edok. Belo ayrixotli trapesi
parabolik trapes adlandiracayiq. Oxu OY oxuna paralel
olan parabolanin tanliyi asafndak: sakilda oldugunu bilirik
y=Ax’+Bx+C

A, B, va C omsallann parabolamn verilmis iic

néqtadan kegmo gartindon birgiymatli olaraq tayin olunur.

Analoji olaraq digar ciit pargalar figiin parabolalar:
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diisturundan istifada edoarak, asagidak tagribi barabarliklari
yaza bilarik (h=4x):

l'ﬂ’xidm—ji(yﬁ{l’ﬁm

ﬂ-.lﬂ

Y4
[ = “—_’,’Em Tty +p,)

u’:Iz

Iﬂ’xjdx” ﬁ"vm-z+4y:m:+y2m)

2m-2
Bu ifadalari taraf-tarafa toplasaq sol tarafda axtarilan
inteqral, sag torafda isa onun tagribi giymatini alangq:

o Ax
i.mf}dxm Tﬂ'ﬂ+4y.‘+2y2+¢y3+"'+#2m 21.4?2’”‘; W)

&

o 32
M"‘*““"_&f[”ﬂ FYam A WA Yo g I gty )] e
[

vaxud =y 4yt s, 050ty b4y, ovazlomasi
aparsaq alang:

b b-a
iff’x)dr SEE[@E T yﬁ) + 4‘:1} + 2{72 (32)

Bu diistur Simpson diisturu adlamir. Burada 2m
bolgil ndqtalarinin sayidir, va ixtiyaridir. Bu odod no godar
béytik olarsa, bir o godar (32) barabarliyi inteqralin daqiq
qiymatini verar.
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I
Misal. Simpson disturu vasitasila J .
sl+x

integralim

n=10 oldugunu gobul edarok hesablaym. 2m=I10 gabul

edarak h=f—;; =0.] hesablamamin naticalori agafidaki

cadvalda da verilmigdir.

Cadval |
I X Vs ¥
0 0
I 0.1 0,9 Y,=1,00
2 02
3 0.3 0,76923 0,83338
4 0.4
5 | 71420
% f, 66667 ¢
i) 0.6
7 0.7 0.58824 .62500
8 08
9 0,9 0. 555606
10 1.0 2,52632
¥ 3 45955 2. 72818
h

A ‘g_" [(0+0,5) + 4.3,45955 + 2.2,72818)] = 0,65982

169



5.2.4. Cebisevin kvadratur diisturu hagqinda anlayis

Asafidak: kvadratur diisturu nozordon kegirak:
] “
{ fiodt = 2B, fit, ) (33)
Burada B-sabit amsallardir. Cebisev ¢-absisini elo
secmay! talob etmisdir ki:
1) B, omsallari 6z aralarinda barabor olmus olsun:
2) (33) kvadratur diisturu » daraca daxil olmagla
biitin polinomlar ticiin daqiq olsun.
Bu halda B, va 1, kemiyyatlorinin neca tapiimasim
gostarak,
B,=B,=...=B,=B qabul edarak va f{1) =/ oldugunu

nozoroalsaq 2= B, .

=}
Buradan da , B = 5 alariq.
n

Belalikla, Cebisevin kvadratur disturu asagidak
sakli alar:

' "
[ Atyat = %Z 1) (34)
) =l

f, absissini tayin etmok ftiglin (34) disturunda 2-¢i yort nazera
alnmahdir, yoni biitiin asagidak: sokilds olan funksiyalar
iglin dagig olmalidur.
Jro)=t 2% :
funksiyasimin  bu giymotlorini (34) diisturunda vazsaq
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asagndak tonliklor sistemini alarig
t+t,+t 4+, =0

2
12417 +13 4.+ 1 ==
£ +t] 13 +..+8 =0
H[;—(—j}n-”]
2(n+1i)

1ty 1+ =

Buradan 1, (i=1. 2, ...,

(35)

n) machullan tayin olunur.

Cebigev gostordi ki, (35) sisteminin  holli n- daracali cabri
tonliyin hollino barabardir. Onu da geyd etmok lazimdur ki,
S.N Bernsteyn gostarmigdir ki, (35) sisteminin n=8 va n=/0
oldugda hagiqi halli yoxdur. Bu isa Cebisevin kvadratur

dilsturunun 2sas ¢atigmayan cahatidir

Cebigev diisturundaki, 7, -absissinin qiymotlori agagi-

daki cadvalda verilmigdir:
Cadval 2
] I f; " I 7 e
z 1.2 F0,577350 6 | L6 | F 0866247
’ "‘; T 0,707107 ‘;j F 0422549
4 1:4 0 7 1.7 + 0266635
i ; ¥
2:3 T 0.794654 2.6 0,883862
3 1:5 35 | F 0529657
2:4 F 0,832408 4 .
; F 0,323912
3 F 0,374541 0
0




Misal. Cesev dilsturunu {i¢c {n=3) ordinat figlin ¢1-
xarin.

Hblli. 1, absissini (i=1,2,3) tayin etmak {i¢iin asag-
dak sistemi alang
i+t +6, =0
2 2 r [
o+ +1; =1}, (36)
g4+ =0
Kdklarin simmetrik funksiyasina baxagq;
C= 41,
C=t 44+ L1,
Ci=t1,
Goriindiiyii kimi (36) sistemindan:
CJ =ﬂ

) .
Cy=glt+ts 0,0~ +63 4] =20 =L

Buradan bela naticaya galirik ki, 1, asagndak: kémakci
tanliyin kokiidir:
P-C,P+Cut-C=0
yaxud
1 - lr =0
2
Buradan
J2 NE)

e AT

Belalikla, Cebisevin uygun diisturu asagidak: sakildo olar:
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b

Cebisevin kvadratur diisturunu If (x) dx sokilh in-

a

tegrala tatbig etmoak iiglinx = %‘5 + ’E%.* avazlamosi aparn-

lir, belo ki, a<x<h pargasim, -I<t</ pargasmna gevirir, Cebi-
sevin cevrilmis (34) inteqralina tatbiq etsak alang:

b e
[f(x)dx=2=25 f(x;) 37
17 m g o
b+a b-a
burada, xr:T > i (38)

va 1, ( i=1, 2, ...,n) (3)sisteminin kéklaridir ki, cadval 2-da
verilmisdir. Onu da geyd etmok lazimdir ki, Cebisevin
kvadratur diisturu an ¢ox gomigayirma sahasinda istifads
olunur.
Misal. Integral absis oxundan n=35 vahid ayirmaq
garti daxilinda Cebigev diisturu vasitasilo hesablayin
I

Lixa&'
i

X

: 7y ) Gt M
Hoalli. f(x) Tes yaza bilerik ki,

1=3lx )+ 13y £330+ Fx+ f35)]

(38) dilsturuna asason yaza bilorik ki,
g X R |

e L ns3rs0=00837
R i 4 d
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¥l F e
Xy= +:?—.!2=é+‘—?[—-£13?115ﬂ=ﬂ.31.??j

I, I 1
Yg=—t-lg=-+ =05
a2 2 7
¢ R
= == = F = = [} _.?
X, 2+2.r4 I X, 068727
x:=!—x; =0 91625

uygun olaraq v=f(x,) (i=1,2,32.4,5) integralalti funksiyanin
qiymatlari cadvalds verilmisdir.
Buradan

T ;:.5342 =0,3068

milgayisa etmak ligiin, integralin daqiq givmatinin alt ra-
qoami agapikina barabardir. [=0,306846.....

Cadval 3

i X Vi
i 0,08375 0,0773
2 031273 {2382
it 0. 5000 0,3333
4 0.68727 {14073
5 091625 0,4781

;2 1,5342
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6. ADi DIFFERENSIAL TSNLIKLORIN
TOOQRIBI HOLLI

Asaqidaki adi differensial tonliys baxaq:
y=1fix). (1)
Bu tanliys aid olan osas masalo Kogi mosalasidir: yani
(1) tonliyinin ela hallini
y=yix) (2)
tapmaq talob olunur ki, y(x,) baslangic sartini &damis ol-
sun, basga sozlo desak elo y=y(x) inteqral syrisinin tapil-
mas: talob olunur ki, o M(x,y,) ndqtasindon kegmis olsun
(s0k.6.1).
Ogor (1) tonliyinin saf torafi hor hansi bir R oblas-
tinda kasilmozdirsa
va |x-xyl<a. |v-yil<b bara-
barliklori ila tayin olun-
musdursa, onda |x-x,|<h, M,
(h-miisbat adoddir) ot- y
rafinda tayin olunmusg an Yo
az1 (2) tanliyinin bir holli
méveud-dur vo bu hall Xo
yeganadir agor R agafi- e L
daki Lipsis gartini 6doyirsa
| (x5 )-f(x.y)I<N(y-y)| (3)
Burada N- Lipsis sabitidir, iimumi halda a va & —dan
asihdir. Dgar f(x,y) funksiyasi R oblastinda mahdud tora-
moya f'(x,y) malikdirsa onda

" y=yx)
¥ pra

X



N=max|f'txy)| (yek

(1) differensial tonliyinin baslan@ic sortini Gdayan
hollinin tapilmasi, fimumiyystla sonlu sayda myaz amoa-
liyyat naticasindo yerina yetirmok geyri-miimkiindiir. Bela
ki, bu, differennsial tanliklar sistemi figiin yerina yetirilmaz-
dir. Bununla slagadar olaraq, miixtalif ideyalara ssaslanan
¢oxlu sayda differensial tonliklarin togribi hollarini tapmag
ficiin fisullar yaradir. Formasindan asih olmayaraq biitin
bu taqribi hallari asason agafidaki Gig grupa bolmak olar:

1) Analitik fisullar-tagribi hallori analitik ifadalor ga-
kilinda verir,

2) Qrafiki iisullar-toqribi hallari grafiklor goklinda
Verir, 1

3) Sdadi {isul- tagribi hallari codvallar saklinda verir.

Onu da geyd etmok lazimdir ki, yuxarida verdiyimiz
differensial tenliklorin tagribi integrallanmasimin tasnifat
miloyyan monada sortidir. Eylerin grafik fisulu, eyni za-
manda differensial tanliklorin adadi hallini verir. Gealacokdo
har dafa takrar etmadan, gobul edacayik ki, baxdigimiz dif-
ferensial tanliklorin hallari var va bu hallar yeganadir. Onu
da geyd edok ki, bazi iisullarin tatbiqi figiin, daha ciddi sort-
larin ddanilmasini yeri galmiskan geyd edacoyik.
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6.1. Kosi moasalasi
6.1.1. Swralar vasitasila differensial tanliklorin
inteqgrallanmas:

Asagidaki birtartibli differensial tonliyi nazardan ke-

girak.
y =f(x) (4)

Homin tanliyi ddayan Y(xg)=p, (5)
baslangnc sartidir.

Tutaq ki, baslangic (x,y,) ndqtasinds (4) tenliyinin
saf tarafi analitik funksiyadir, yani bu négianin yaxin atra-
finda agagdak sakilda giivvat sirasina aynila bilar

= P q
ﬂx;}'}= B Y Cpq(x_xﬂ"‘l f:}"—.]"ﬂ):' .
pg=>0
Burada p, ¢- tam miisbat adadlardir va C,, sabit am-
sallardir. Onda (4) differesial tonliyinin (5) baslagic sortini
ddoayan x, ndqtasinda analitik olan hallini Teylor siras: sak-
linda yazmagq olar.

x)=Yc,x-x)"  (|x-x|<h) (6)
burada k-har hans1 miisbat adaddir.
I
Cp =Ey’?”(xg) e=012..)

burada C,-omsali (5) baglangic sortindan tayin olunur;

Ci=y (%) =y,
Camsali iso (4) differensial tanliyini differensialla-
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magq naticasinds alinir Cy =y'(xp) = f(xq:¥g)
(6) sirasimin digor C, >(p>0) amsallan ardicil olaraq
(4) differensial tanliyini differensiallamagla almaq olar.
Misal. Mirskkob funksivamn differensiallama
gaydasindan istifads edorak, (4) differensial tonliyinin hor
iki tarafini x-9 nazaron differesiallasaqg alang

V= fx (5)+ fy (x3)y
buradan

J. ™ i ' ! |
C, = 357 (xp.) =E[f,(xna}’uf’+fyfxﬂ‘yﬂ |

Burada yj = fixg,y,) 2dadi malum odaddir. Daha

sonra alarig.

'C_; = é’[fﬁﬁg-l'ﬂ,**zf;y#g&gﬂfb +f;yfxg-yﬂj+f;fxﬂ-}'g)yﬁ]

Analoji olaraq C, C; va.s tapmaq olar ki, naticads
y({x) analitik hallini alang. (6) sirasimn yiflma radiusunu
qiymatlondirma masalasi  miirokkab oldugundan
baxilmayacaqdir.

Misal. Asagidak: differensial tonliyin y(1)=2

baglangic sartini 6dayan y=y(x/ qiivvat sirasi ayrihginin bir
nec2 hoddini yazin

. ¥
y =

M

xX+y
Ayriligdan istifada edarak y (1,2) giymotini tagribi
hesablayin

Halli. x,;=1 gabul etsak va
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y=¥9 +yhl'r—xg]+;;vatx—xn)‘ +;y"{x-xu_‘.lj'+u-

0P =y P ) p=012)
alang

(7) ifadasini differensiallasaq alarig

_Y(x+y)-yi+y')_ '~y
(x+y)2  (x+y)?

;15—3_ A= |

_-—-—:' }-" -
(1+2)2 27 0 27

buradan yl.':-, =

bir daha differensiallasaq alang;
w_ DGy =201+ )y —y)

Y
fx+ )

o ~4/27:342:5/3-4/3 _ 4
27 27

Analoji olaraq diger ygp“rp:*ﬂj toromolori figiin

ds ala bilarik.

2 2 g, & 3
=24+—(x-1)-—(x-1 —(x=1) +...
¥ 31"x ) E?r’x ) +31(x 1) +

(8)

Belolikla, differensial tanliklarlarin halli Gigiin yuxari-
da gostadiyimiz giivvat siralan iisulu, asanhgla n-tortibli
tonliklorin hollino totbig etmak olar. Tutaq ki, biza. iki

tartibli tanlik baglangc sartlori ila verilmisgdir.
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y' = fixy.y) “

Yxg) = Yo ¥'(%9) = ¥p (10)

Forz edok ki, f(x, ¥ ) funksiyvas: analitikdir va

(X4 VeVe) baslangic néqtasinda (9) va (10) sertlarini ddayir.

Kosi masalesinin hallini Teylor siras: vasitasile axtaraqg:

o0 yw
J’fx)=P§ﬂ?(I-xﬂp (11)

burada y, va y,, baslanfc sartindan malumdur. (9) tanli-
yindan alarig
Yo = f(xg.¥p.¥p)

(11) tanliyini ardicil olaraq x dayisenine gora differensialla-
saq, milrakkab funksiyamn differensiallama gaydasina asa-
san x=x, gabul etsak alang
Yo =i l6o. Yo Yo ) + f3 (0. Y0 Yo ¥ + [ (X0, Y0, Y0 )¥5
va.s belalikls addim-addim (11) sirasim alang.

Misal. Asafdaki differensial tanliyin y=y(x) halli-
nin bir ne¢a haddini giivvat sirasina ayrihisini va v(0), v (0)
baglangic gartini 6dayan hollini yazin

Y+ +y=0 (12)
alli: Farz edok ki,

yY(x) = y(0)+ y'(O)x + ——

burada Y(0)=0, y'(0)=1
(12) tonliyindan alang

J’f) b el
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YVi=—x-y (13)

buradan Y(0)=—y(0)=0
Ardicil olaraq (13) tonliyini differensiallasaq alang
‘Fﬂl'___ _._Iyﬂ'_zyl’ yﬂff=_xyﬂ1_3'vlf>
Jr" Mo e S xy L 4y LU
Bu baraberliklardan alang ki,

y"0) =-2-1=-2, p"0) =3-0=0,

y0) = ~4.(=2)=8

3 ]
X

x

Belalikla, X)=x——4+—+.........
elolikla P rRT, (14)
Onu da geyd etmok lazimlir ki, (74} baraborliyinin
imumi haddini va onun yi3ilmasimi arasdirmagq gox da ¢atin

deyildir.
6.1.2. Ardicil yaxmlasma iisulu

Bu isulu bir tortibli differensial tonliklarin

tatbigindan baslayaq
y=f(xy) (15)

Tanliyin :
¥(Xo)=Vs (16)
baslanfc sortidir.

Tutaq ki, M(x,),) ndqtesinin yaxm strafinda (15)
tanliyi, hallin varhgi va yeganaliyi sartini 6doyir.

Axtardigimuz y=y(x) hollini x>x, qiymati {i¢iin ya-
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zaq. x<x, lgiin eyni ilo analoji olaraq yazilir. (15) tanliyinin
saq va sol tarafini [a,b] intervahnda inteqrallasaq alariq .

X
Y= yxy)= | fxy)dx
*p
yaxud (16) baglanfic sortina osasan yaza bilarik
X
y(x)=ya+x[frx,waﬁc (17)
0

Beloliklo axtardinrmz y=yp(x) funksiyasi inteqral
igarasi alunda oldugundan (17) tonliyi inteqral tonlik
adlanir. Aydmdir ki, (17) integral tanliyinin halli, (15)
differensial tonliyini va baglanfic sartini ddayir.

Bu halli tapmaqdan 6trii, ardicil yaxinlagma tsulunu
tatbig edak. (17) tenliyinde mochul y(x) funksiyasmi,
verilmis y, qiymati ilo avaz etsak birinci yaxinlasmani alariq.

X
¥y =Yo+ Jf(%y,)dx
X,

sonra (17) boraborliyinde machul y(x) funksiyas: avazina,
tapdigimiz funksiyamn y, qiymatini yazarag, ikinci yaxin-
lasmam alariq:

X
J"rz zyﬂ-l_xlnf{xtyl}ﬂ

Umumiyyatla, sonraki biitiin yaxinlagman agagidaki
sakilds yazmag olar

o
J‘r.-:}"n"‘xf f(x,y,_p)de (n=012....) (18)
1 .
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handasi olarag ardicil yaximlasma M,(x,y,) néqtasindan

kecan M

Y=V (x)(n=12._) 5 foe =1
ayrilor ailasini gostorir. =

: T
(Sokil 6.2) M, = =
Diafferensial  tonliklara ¥
aid olan adabiyyatlarda 2 . CI—T

Soakil 6.2
| f(e¥)-f(xy)=N|¥-y| (19)

Lifsis sorti Odonildikda yp,=y,(x) ardicalhfinin
[x,x,+h] kigik parcasinda miintozom yifilan oldugu géstari-
lir va .

y(x})=lim yn(x) (20)

H=FC
funksiyanin (15) tonliyininin va (16) baslanfic sortini
Gdadiyi isbat edilmisdir.

Misal. Ardicll yaxnlagma iisulu ile asajdak:
differensial tonliyin y{0)=/ baslangic sartini &dayan hallini
tapin

y =x-y 1)

Halli, baglangic sorti kimi taqribi yaxinlagma igiin

X
¥(0)=1I sartini gabul edak, bela ki, y=17+ (g(.m:— ¥ )dx, onda

2
x x
alang y; =1+ éfx —ljdx = f-i’-*? analoji olaraq
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2 3

1 X X
TS D ) PR P BT .
b 0 2 i

x_? x#‘
y3=f—x+:r‘z+'—4‘ '
i 24
3 xj X .rq
}a-‘—_-f—_;dpx -— e —— o ——
3 12 125

6.1.3. Odadi integrallama iisulu

Umumiyyatls ardicil yaxinlasma kvadratur vasitasils
tapihir. Ola bilor ki, bu kvadratur elementar funksiyalarla
ifads olunmasin, bu halda taqribi inteqrallama tisulundan
istifads olunur. Tanliklarin adadi hallinin tapilmas: tigiin bir
ardicil yaxinlagma tisuluna baxaq bels ki,

V=f(xy) (22)
tanliyinin  y(x,/=y, baglanfic sortini &doyan hallinin
tapilmasi tolob olunur, Tutaq ki, x=x,+ih (i=0,1,2,...m), x
arqumentinin barabar masafoda duran, A addimh va

yay(x), ¥ =A%)
(22)  tonliyindan alang:

I, 0
yi=y, =1 ydx=h|ydq (23)
.‘.“ﬂ it
Burada,
_ A=A
- S -

kvadratur diisturlanindan birini tatbiq etsak, tagnibi olarag
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alarig
Y=o =hj=ﬁa Ay, (24)

Adatan 4" amsallan (24) diistununun daracasi m+/
—don boéyiik olmayan tam polinomlar {i¢lin tayin olunma
sartindan tapilir.

Bunun Ggiin x,=0, x= h x,=2h,...x.=mh secilmis
nogtalari figlin y=x, x°, x,...x™' x" funksiyalar hamin
diisturun dogru olmas: figiin zaruri va kafi sartdir. Bu qiy-
matlori (24) disturlarinda yerine yazsag m+/ sayda 4"
machullant toyin etmok Uglin, har bir geyd olunmus /
(1,2,... )-lar Ggiin m+/ tonlik

k) _ o T 0 (k=1
il A L tk=123....m (25}
=
m

beloki, 5 A0/ =j
J'EG /

m=4 qgobul etsok vuxarida gbstardiyimiz amaliyyali yerina
yetirsak asagidak dilsturlan alariq :

h r ¥ ]
Py = :,EI'?SI__I-'E +646)) — 264y + 1065 — 19y)
I
Y2 = ¥ Eﬁiyy; = 1245 + 24y, + 4y - yy) (26)

H » r ¥
¥3 =¥ =EE[3?}?'. +102)) +Tyh + 42y -3y, )

dh . ¥ i
Yy = Eﬁ{jy" +320 + 1205 + 325 + Ty, )

9gar y€C"[x,x,/, onda uygun olaraq qalig haddi
asafdaki kimi olar.
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Ry =150y () =T ¥ (&3)
1.6,(6) 8 .7.(M
R,=—h ? R,=-——h

burada £.€ (xe.xe) (1=1,2,3.4)
Sonuncu  yaxmlagmani  hesablamagdan  dtrii
)=y (i=1,2,3,4)

Onda AP =y, = 3 AV @n
j:

burada ¥ = 1(x;,5*) i = f(x;57) (p=12...)

A" - (25) gortindan toyin olunmug smsallar, '
molum baglangic yaxinlagma, xiisusi halda y =y, gebul et-
mak olar.

Misal. y' = sinx + cosx, y(0) =0
tanliyinin bir nega tagribi adadi hallini tapin.

Holli. y™ -dagiq ardicil yaxinlagmam hesabladigda
(n=1,2,....) miimkiin olmayan kvadraturaya gatirilir. Buna
gbro yaxinlagmani tapmaqgdan 6trit adadi tisuldan istifada
olunur, h=0,2 addimim segarak va (27) dilsturundan istifads
edorak ¥™ ardicil yaxinlasmani hesablayaq (n=1,2,3,4.5)
mos. bes noqtada (m=4); x=0, 0,2, 0.4, 0,6, 0.8.

Baslanfic yaxinlagma fglin yrﬂ) =y(0)+x)'(0)=x
gotlirak.

Buradan y,”=sinx,+cosx, Bu naticadan istifada
edarak (27) disturu vasitesila y/" birinci yaxmnlagman
taping, burada A" -omsah (25) diisturundan gétiiriiliir,
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‘belalikla

y}”"} =Sinx; +cosy;

(1)

Bu omoliyyat istonilon sayda tokrar olunur. Hesab-

lamann naticasi asafndaks cadval saklinda géstarilmigdir.

Cadval 1
x ¥ sinx cosy ¥ Yaxinlasma |
0 a 0 I il
0.2 a2 .I0867 | 0.98007 | 117874
0.4 4 038042 | 092106 | 131048 Yol x)
0.6 a6 056464 | 082534 | 1 38998
0.8 0.8 0.71736 | 069671 | 141407
(4] @ ] I 1
0z 02186 | 019867 | 097620 |1, 174871,
04 | 046836 | 0380942 | 0.8023] 28173 y,(x)
06 | 072598 | 056464 | 0.74825 | 1.31289
08 | 102065 | 071736 | 052281 | 124017
0 0 0 1 1 =
(1 021839 | 019867 | 097625 | 017492
04 | 046532 | 038942 | 089365 | 1,28307 ¥ifx)
06 | 072538 | 056464 | 074825 | 1.31289
08 | 098108 | 071736 | 055612 | 127348
0 0 0 I ]
02 021840 | 019867 | 097625 | [,17492
0,4 | 0.46547 | 0,38942 | 0,893610 | 1,283031, ¥ofx)
0.6 0.72636 | 056464 | 74760 31224
08 | 098594 | 071736 | 0.55206 | 126942
f ] a ! ]
0.2 (L.21840 | 0,19857 | 097625 | 1, 17492
0.4 0, 46547 | 0.38942 | 0,69361 1,28303 yifx)
06 (0726310 056464 (074763 | 131227
08 | 008552 (071736 |0.55243 | 1.26970
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Cadval 1-in ardi

0 £ o | F] ]
0.2 21840 117492
04 | 046547 1,28303 Polx)
a6 072631 1.31227
| 08 |ogssss| | | 12697

Umumiyystls yix)=y,(x) vaxinlasmam (0,8 -don
basga) daqiglikla gabul etmak olar. Ogar zarurat yaranarsa
bu halda cadvali davam etdirmak lazimdir. Bu halda
axirmel satri tagqriban y,(x) birini satr kimi gabul edib.
codvali davam etdirmak olar.

6.1.4. Eyler iisulu il birtartibli differensial tanliklorin halli

Bu paraqrafda differensial tonliklorin adadi hallini
tapmaq fi¢iin Eyler tisulunu nazardan kegirak.

D~ fxy) (28)

Differensial tonliyin tagribi hallini [xo,b] pargasinda
x=x, y=y, baslanfic sartlori ii¢iin axtaraq. [xe,b] parcasim
Xp X, X5...X,=b noqtalori vasitasi ilo » hissaya ayirag
(burada x,<x,<x;<...... <x,) XpXSXpx = =hex,=Ax=

isaryodik beloliky e 2N

Tutaq ki, y=¢(x) (28) differensial tanliyinin har
hanst tagribi hallidir ve y,=e(xa, yi=eix), yr=0ix),
e V= @) . AVeTVIVe  AYITY2— Y1 AYn1=Yn-Yn-,  1§Ar9
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edak.
Hor bir x, x, x. x, néqtalarinda, {28) differensial
tanliyinda l6ramani sonlu farglorls avaz etsak,
Ay

T e Jr f:‘l.', .F/h [29}

Ax

Ay = f(x yAx (297)
alariq x=x,oldugda alarig

Ay .

Ax—g=ff'x¢.ygi P Dp=Sxgyp) Y= yp=[(x0p0)h

bu borabarlikda x, v, & malumdur, belaliklo tapariq ki:
YiEyvatf(x,,)h

x=x, oldugda (29') tanliyi sokilda olar.
Baraborlikda x, y, & malumdur, belalikls tapariq ki:
Yi=va-f(Xp )b
Ay, =f(x,y.)h
Yry =f(x, )k
Y=y o xy h
burada x,,y, h malumdur. Analoji olarag taping;
Y=yt x,3:)0h
Y=Vt (x5y5) h

YesrmVa (X0, )1
.Pn=yn+f+f|rxwym‘lk
Belaliklo, hollin x,x,x,...,x, ndqtslorindaki tagribi

qiymotlori tapildi. Koordinat miistavisinda (XpYo)i (X030,
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Biz (1) differensial tenliyinin y|,.,=3.1800 tagribi
hallini aldig. Homin tenliyin basglanfic sartini 6dayan dagig
halli

y=2e"-x-1, y|..,=2(e-1)=3.4366 onda mitlog xata
().2566, nisbi xata is2 0.2566/3.4366=0.075=8% olacaq.

6.1.5. Runge-Kutt iisulu

Tutaq ki, y =ly=x,= ¥ baslangic sortini 6doyon
y=f(xy) (30)
birtartibli differensial tanliyi verilmisdir. A- addimm
segok, qusa olmaq moagsadile x=x,+th va y=p(x,),
(i=0,1,2,... ) igara edak. Asagidaki adadlars baxaq:
; po kY
k) = hf (x,30), k;‘l=l’5’_f1f+§-.1‘f+—‘z-')u
h gl '
kY =hf (G +3.yi+) P =hf(x+hy k),

(31)

¥-in ardicll giymotloring asason axtardifimuz y funksiyas
asafdaki disturla toyin olunur y,,,=y,+4y;
burada

dy,-=é(kf”+2k§”+2k§”+k£”), (i=012...) (32)

(32) dilsturu vasitasilo hesablama aparmaqdan 6tril
cadval 1-da gostarilon sxemdon istifada etmak daha magsada
uygundur.
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Biz (1) differensial tenliyinin y|,.,=3.1800 tagribi
hallini aldig. Homin tenliyin basglanfic sartini 6dayan dagig
halli

y=2e"-x-1, y|..,=2(e-1)=3.4366 onda mitlog xata
().2566, nisbi xata is2 0.2566/3.4366=0.075=8% olacaq.

6.1.5. Runge-Kutt iisulu

Tutaq ki, y =ly=x,= ¥ baslangic sortini 6doyon
y=f(xy) (30)
birtartibli differensial tanliyi verilmisdir. A- addimm
segok, qusa olmaq moagsadile x=x,+th va y=p(x,),
(i=0,1,2,... ) igara edak. Asagidaki adadlars baxaq:
; po kY
k) = hf (x,30), k;‘l=l’5’_f1f+§-.1‘f+—‘z-')u
h gl '
kY =hf (G +3.yi+) P =hf(x+hy k),

(31)

¥-in ardicll giymotloring asason axtardifimuz y funksiyas
asafdaki disturla toyin olunur y,,,=y,+4y;
burada

dy,-=é(kf”+2k§”+2k§”+k£”), (i=012...) (32)

(32) dilsturu vasitasilo hesablama aparmaqdan 6tril
cadval 1-da gostarilon sxemdon istifada etmak daha magsada
uygundur.
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Runge-Kutt iisulunun sxemu cadval 1 .

i x y k=hfix, }r} Ay
Xy Yo i k™
0 | xgth/2 | yo+ 0,57 | k™ 2k
xoth2 | y+0.5%™ | kY 2ks™
xgth | k™ kd” kd”
- - 5 - 1/6-% =Ayp
! Xy Wi

h- addimnin diiz segilmasi tacritbads har bir
marhalada  ikigat addim goétiiriilorak, iki gat hesablama
aparibir. y{x)-nin verilmis giymatlarina ssasan y(x+2h) iki
iisulla hesablamir: birinci dafa A-addimu, ikinci dafs isa ikigal
H=2h addim ilo hesablanir. ©gor alinmug giymatlar
arasindaki forg, buraxila bilon xotam asmursa, onda h
addimu verilmis moarhala tigiin diizgiin secilmisdir va onunla
alinnms givmati y(x,+2k) kimi gabul etmak olar, aks halda
is2 addim iki dofs azaldilir. Bu gqayda ilo apanlan
hesablamalar, elektron-hesablama masmlannda asanhgla
programlagdinla bilir vo homginin  xatamn  tagribi
qiymotlandirilmosi {igiin tatbig olunur.

Runge-Kutt {fisulu kifayat daracoda dagighiya
malikdir, onun miirakkaliyina baxmayaraq, differensial
tanliklorin elektron-hesablama masinlarinda adadi hallini
almaq iigiin genis istifada olunur. Bundan basga bu fisulun
asas (stiin c¢ahatlarindan biri, onun «dayisan addim» iigiin

[atbigi imkaninin olmasidir
192



Misal. Runge-Kutt fisulu ila [0, 0.5] parcasinda
asafgidak: differensial tonliyin integralim hesablayin.
y=xty. y(0) =1 (33)
h=0.1 addimin: gobul edirik.
Halli. 9Omaliyyatin baglanficim  gostarak.  "vi-1
hesablamaq fi¢lin, ardicil olaraq yaza bilarik:
k™=(0+1)0.1=0.1
ko =0.05+(1+0.05)+0.1=0.1100
ka™'=0.1+(1+0.055)0.1=0.1105
ki =0.1+(1+0.1105)+0.1=0.1211
Buradan Ays=1/6+(0.1+2+0.11+2+0.1105+0.1211)=0.1103
Belalikla, y,=y,tdy,=1+0.1103=1.1103
Analoji olarag sonrak: yaxinlagmalar hesablanir,
Hesablamanin naticalori cadval 2-da verilmisdir. Belaliklo
y(0.5)=1,7974. Miigayisa ii¢lin differensial tanliyin dagiq
halli y=2e*-x-1 verilir. y(0.5)=2Je —1=1.7974

Cadval 2
1 x y h=0, (x+y) dy
0 1 0.1 1000
0.05 1.05 0.11 0.2200
0| 005 1.055 0.1105 0.2210
1000 | 11105 0.1155 0.1210
- - . = 176+0.6620=0.1103
1 0.1 1.1103 0.1210 0.1210
015 | 11708 0.1321 0.2642
015 | 11763 0.1326 0.2652
0.2 1.2429 0.1443 0.1443
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Cadval 2-nin ardh

= = - - I#6+0.7947=0.1324
2 0.2 1.2427 (1443 0.1443
0.25 13149 0.1563 0.3130
0.25 13109 0.1571
0.3 f.3998 0. 1700 |
- - - - e 0.9415=0,1569
3 0.3 1.3996 0.1700 01700
35 1 4848 0.1835 0.3670
0.35 14904 0.1840 0.3670
0.4 1.5836 0. 1984 01984
= = = = {61, 1034=0 1840
4 .4 1.5836 . 1984 0. 1984
0.45 1.6828 0.2133 .4266
45 1.6902 .2140 0.4280
0.5 1.7974 0.2208 f.2298
I76-1.2828=0.2138
3 .5 1.7974

6.1.6. Teylor diisturuna asaslanaraq farglar iisnlu

ila differensial tanliklarin tagribi hesablanmasi

Yena da [x,b] par¢asinda y(x,)=y, baglanfic sortini

ddayan

ndqtalarda

y=f(xy)
differensial tanliyinin taqribi hallinin tapilmas: talob
olunur., Bupun fgiin tanliyin tagnrbi hallarini verilmis

xﬂ x;l’-u-l;xﬂ, ;

Yo Vi ooudy

(34)
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soklinda igara edacayik.
Birinci fargi, yaxud birinci tartibdan fargi
Avo=yr-yo  AVi=Va Vi dVui= Y-Vt
ikinci farqi, yaxud ikinei tartibdan fargi
Ayo=ayi-dyy = yo- 2y1+va
Ayi=Ay; — Ay;=y3-2y2 +yi

A= AYn B2V .1+ Y2

Umumiyyatla, ¥ ¥5 ... . ilo birinci tartib
t6ramoalarin taqribi giymetlarini, y,, ¥, ..., ila ikinci tartib
toramoni isara edak.

Analeji olarag téramoanin birinci fargi tayin olunur
Y0 =Vi Yo, AVI =V2- V1 s A 01 = Yn Vs tOTIMONIN ikinei
tartibdan farqi isa
Alyy'=dyr -dyy , &y =dyz Ay, .o Yn2=8ynt “dyny V5
x=x, noqlosi otrafinda differensial tanliyin holli Ggiin,
Teylor disturunu yazaq

x—xg {x*nu}z . {n-xn}m (m)

y=yg+ 3";}"' Yo Fo T ¥ + R (35}
I 2! mi!

Bu diisturda y, qiymati malumdur, y,, ¥y ¥/ ¥
téramalarinin qiymatlari ise (34) tenliyindan tapilir. Bunun
figiin (34) tonliyinin saq torafinds y|..~v baslagc
giymatlorini yazib, y,-i tapiriq:

Yo =f(xa Vo)

(34) tonliyinin har iki tenliyini differensiallasaq

alang:
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ﬁ (Bf g V) (36)

o oy
tanliyin saq tarsfinds x,, ¥, ¥, qiymatiarini yazsaq alarq
y,=L%+%y’L‘ § .
X=X, V=Yg, Y=V

Bir daha (36) beraborliyini differensiallasaq ve v,
Y. ¥y Qiymatlarini yerino yazsaq y"-iin giymatini alarig.
Bu gayda ilo x=x, oldugda istanilon tartibdan tdramoani
tapmaqg olar, (35) borabarliyinds R, -dan basga biitiin
hadlori molumdur. Belolikla gahq hoddi R, -i nozora
almasaq, onda x-in istonilon giymati figiin tonliyin tagribi
hallini almaq olar, onlarin daqgigliyi isa |[v-x,| kemiyyatindan
va siranin hadlari sayindan asihdir,

Asafda baxilan Gisulda (35) dilsturu ila, ancag hallin
bir nega y —in giymotlori |x-x,| -in ki¢ik giymatlori figiin
tayin edilir. Belaliklo x,=x,+h va x,= x,+2h qiymatloori ii¢iin
yva y, qiymotlorini tayin edirik, ayriligin dérd haddini (y,
baslanfic verilonlora gére meolumdur) gabul edib vyaza
bilarik:

2 Ft‘i
V=Yt Nt Vet o y” (37
2w . b :
Fz*.}'n"'T}’a T, Yo+ TR (377

Beloliklo funksiyanin fi¢ y, y, y, qiymotlorinin
malum oldugunu gobul edirik. Bu giymotlars ssaslanarag
(34) tanliyindon istifado edorok, asagidakilan tayin edirik
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Yo =S(Xp0) Y= S(x03) V=253
Ya. ¥, ¥s-ni bilorak Ave, Ay, Ayz tayin etmak olar.

Hesablamanmin  noticolori  asafidaln  cadvel 3

gokhinds verilmigdir

Cadval 3
X ¥ ! 1 Ay J{}T-_F
e w | ¥
Ay
x=xXgth Wy -11-'rr Ay
Ay
| x=xpt2h ¥z i
Xy =Xyt (k-2)h Y2 Y2
Ayys
I X r=Xg+(R-1}h Yii | Yo Ay e
| Ap i
| x=xgtkh Ve ¥i | |

Farz edak ki, differensial tonliyin asafndaki hallarinin
qiymotlori y, ¥, v, _y, molumdur bels ki, Avg, 4y ... 4y .
_/_12}1 ‘o x_‘I?y';, ....dzy "3

Vioin  giymotini  Teylor  disturu  vasitasils
hesablayaq, a=x,. x=x,,,=x,"""+h qobul edarak:
Qevyd etdiyimiz kimi dérd halla kifayatlansak

z E; m
Yiri =W "‘}J’; "'E}’E +E}‘;+...+Ey;'+ Rm
2 3
T (38)

ki
Vi =Yi "'jyi +?J~’* 'I'T}"t
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Bu diisturda ", va »", machuldurlar, bunlan birinci
va ikinci tortib forglor vasitasile tayin etmok olar. x,=a, x-
a=-h gabul etmakls y,, -1 Teylor diisturu soklinds vazmag
olar, onda

B, CHF .
Y =Yk +—i"—h & 2 iy (39)
Va _‘l-";_.‘;-* d& ﬂzxk, x-&=—2ft
2
Vier=n+ 5 ‘i‘h']y’w*%yi' (40)
{39) barabarliyindon alariq:
Ve Ve =Ayr =h/1 -y -H20 (41)
Igor (39) borabarliyindan (40) borabarliyini toraf-torafa
gixsaq alang yi_ ,—¥i, =4y, =&y, =k)! (42)
(41) va (42) baraberliklarindan alang
Y1~ Wi =4y,
vl = ‘E‘f{‘g—_z (43)
¥" qiymoatini (41) baraborliyinds yazsaq alariq:
g =4 &

Belalikla, y"x vo y"x tapildi. (43) va (44) ifadalarini
(38) aynhsinda yazsaq alamy
[
Vi TVt J.-.Yk"‘ AJ"hf + d'a}’.t_z (45)

dérd hadli Adams disturu adlanir, (45 ) diisturu, y,, vy,
Vi bilmakla y,., hesablamaga imkan verir, Umumiyyatlo
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Cadval 4
| X W ¥ Ay d'qy
yw=0 | y=1.000 | =1 =

Apy=0.2103
x;=0.1 | y=1.1103 | yo=1.2103 Ay
Ay, =0.2324 g
x;=0.2 | v, =1.2427 |y, =1.4427 Ay, =0.0244
A'y=0.2568

V=03 y,=1.3995 |y, =1.6995
| =04 | y,=1.5833

(45) diisturuna asasan y; tapiriq;:

y3=1.2427+%1.1.6995+21.0.2568+ 120,024 = 1 3995
Bir daha (45) diisturuna osason y,, Ay, d}y;' gora v,
hesablamaq olar

vy =1.3995+ 217 6995+ 910 25684 301 . 0244 = 1 5833

] 2 12
Verilmig tanlivin dagig halli y=2¢'-x-1

Buradan y|=04=2 e04-0.4-1=1.58364
Gorindiyii kimi miitlog xota 0.0003, nisbi xata iss

0.0003
1.5836

Onu da geyd edok ki, Eyler iisulu ila hesablanrg ys-
iin miitlag xatas: 0.06, nisbi xatas1 isa 0.038

=(.0002=0.02%
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¥a. Vi va y, bilarak, biz y, hesablaya bilorik vo daha sonra
Yo Y5500

Misal. y|..,=1 baslangic sortini &doyan y=x+y
differensial tonliyinin tagribi hallini tapin. Halli x=0.1, 0.2,
0.3. 0.4 giymatlarinda toyin edin,

Halli. &vval y, y, - ni (31) va (31") disturlan
vasitasilo tapaq. Baslanfic sartindon verilmiy differensial
tonlikdon alangq:

V=(y+x)| g=Yytx,=110=1
verilmis tonliyi differensiallayaq y"=y'+i, belaliklo,
y’:[y'+f_i'[==ﬂ= l+l=2

Bir daha differensiallasaq
Y=y vo=yp=2
Yo Vo Yo diymotiorini vo h=0.] (37) barabarliyinda
yazsaq alang:

(0.1 , (0.2
yy=1+ jf+ 2+l 2=1.1103

Analoji olarag h=0.2 oldugda alang

2
02 , (027
Vy= 3+I A+ 1 B 2= 12427

YaV; ¥, bilarak (34) tanliyino osason alang:
}’ul=.'i’ o tx,=1
y, =y, +x,=1.1103++0.1=1.2103
¥ =y ta,=1.242740.2=1.4427
Ayg=0.2103,
Ay;=0.2324,
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6.1.7 Miln iisulu

Differensial tonliklorin adadi holli figlin an sada
samarali Gisullardan biri Miln tsuludur. Miln idsulunun
tatbiqi fighin, lazam olan dilsturlan verak.

Tutaq ki, Yix=xp= Y0 (46)
baslangic sartini 6dayan
y=f(xy) (47)

differensial tenliyin halli talob olunur, /- addimini se¢ak, adi
gayda ilo yaza bilerik:

x=xgtih, yeyvix), yiEf(xy) (1F012,..).

Axtardigzmiz hollorin dérd giymotini y, ¥ ¥ ¥,
(baslangic pargada) tapihr verilmis baslanfic sortindon
istifada edarsk va  yuxanda gdstordiyimiz har hansi
iisullardan yaxud Rung-Kutt iisulunu tatbiq edarak y, (i=0,
1, 2, 3) halli tapibr. y=y(x,) (i=4.5....) ardicl olaraq
asafidak: sxem {izra tayin olunur.

Vi ¥ Vion ¥ig malum oldugunu gabul edirik

1) yaxin sonraki y, —nin qiymoti {iglin 3, -agagdaky
disturla hesablamr

h f ’ [
W=y ARVt Dig) (=45

2) vl giymatini (47) differensial tanliyindo yazsaq,
onda uygun olaraq y,"=f(x,y'",) tayin olunur.

3) 3 ikinci yaxinlayma asagidakn disturle
hesablamir
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(2) h | . ,(1} ;
:""-i - 3'11—2 + ;{-yi—z + 4}';_1 + hl"L 1 {l i 4-\-5“"} fq'g-’

Miln ¥,'* hallinin miitlag xatasinin tagribi qiymati
& = 2—';] yi &yl {49)

oldugunu goéstarmisdik.

Buna gdra da agar ¢;<e, burada ¢ —hallin verilmis
xotasiin hoddidir, onda y=y,” va y =ffx, %) yazmagq
olar. Xisusi halda o, onda dogru olur ki, y" va y/¥
qiymatlori bizi maraglandiran onlug ragamlari ila iist-lista
ditsmiis olsun,

Sonra omaliyyatda gdstarilon  y,, giymatlarini
hesablayiriq, sks halda ¢ daqgigliyi tayin olunmur, onda A
addimimi  kigiltmoak lazimdir, Bu halda arzu olunmaz
zaruratls Gzlosmig olurug, yani baglanfic pargam yenidan
hesablamaq lazim golir.

Belalikla, gdriirtik ki, Miln iisulu kifayat gadar diger
tisullardan (moes: Rung-Kutt isulundan) farglanir, bu
onunla izah olunur ki, har bir yeni alinmis tenliyin
inteqralimin x{isusi qiymatlori Gizarinda diizalis aparhr, bu
amaliyyat addmu dayismadan apanlir.

Indi Milninin (48) - (49) distgurlanm ¢ixaraq.
Bunun di¢iin Nyiitonun birinci interpolyasiya disturundan
istifada edok., Bu polinom segilmis x, ndgtalorinda y'
téramasi tiglin yazilmagla, bu halda fargin fi¢iincil tartibi ila
kifayotlonorak, (47) differensial tonliyinin inteqrah,
dordiineii daracali polinomla apraksimasiva olunur,
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Onda alang

v ¥ # .li 2 ¥ _f _z) L
Y=y, +q4dy +—ﬂf¢? _1},_1[2}.&4_‘?“} j;jr‘? ‘533"'{
yaxud

(4 i ¥ -li- 2 P Ed I
V=Y + 4+ 50~ )8y 2 (a4 - 34" +20) Ky, (50)

hurada g== _hxi (51)
A Xia Xz Xy X,
~ 2 2 2 > -
h h h A %
Sokil 6.3

(51) diisturunda k=i-4 yazsaq vs alinmmg ifadoni [x, X,/
pargasinda x-> nazaran inteqrallasaq alanq

X, X, 2 .
- - +1q 1
Fogdea {y.i_ﬁw.q +=l_2._'=&21,.i 4+3_3:__9.n.},:4},
w I -

it R4

burada

; ; 20 2, 8§ 3, 52)
V=Yg =hety_gv8lyy w4 ¥ _gr3A v |
I—?Lk

h

va dx=hdg oldugunu nazars alsaq alang q=

4 ¢ " JGJ,_‘?
Vi-Vig=hy ldg+dy Jgdg+ a7y [T/ dg+
i—40 i-4p i-4p 2

P Y
sy JESMIEL,
i_ 40 6
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. i 20 2 . 4 By
= 4-Pf—4 + 3&1}-"‘,_4 b= YVi—g +7 4 iy
3 3

belo ki, AY =Y 15Vid

A=y 2 ity e

JJ}* 4=V 113V 1213V 13 14

Bu giymoatlari (52) barabarliyinda yazdigdan sonra,

adi gevirmalar aparmagla Milninin birinei diisturunu alarig

dh h ,
Yi=Fig t '3"{2?'}—3 =Ypa +2¥) (53)

Milninin ikinci ddsturunu almaqdan 6trii k=i-2
qiymatini (50) disturunda yazsaq va iki torofini [x,,x,/
pargast boyunca x-9 nozaran  integrallasaq wvo

i

g= 7 n'j} =%f_ qﬂ‘h[ﬂ ﬂtsak a.l.anq:

o 2 AP 2
.l }-"ﬁbc = I;'f P}_z + '?-d_vr"_.I £ (4? - !i]-d }'rj_z +
1"_-2 0 2

1
~(g7 - 3¢° + 2908y, 2}}5;:
6
Bu ifadoni inteqralladiqdan sonra alarig

Yi=Yia=h2y;_,+24y;_, +§-ﬁ"zi’:-zi (54)

(54) disturunda asafndaki molum Ay =y,
Ay =y 2v.,+y.; qiymetlerini yazsaq Milninin iknci
dilsturunu alang:

Yi=Y2 +§f'y}_z +4Yi_ 1+ ;) (35)
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Onu da geyd etmak lazimdir ki, v =f1x), y(x,)=y,
differensial tonlivinin sag terafi y dayisenindon asih
olmadigda (55) diisturu

Vi-Yiea= [f(xie

x=3

Simpson diisturu ila eyni olur.

Misal. y=x+y (1) differensial tanliyinin y{0)=]
baglanfic sortini OGdayan hallini, Miln dsulu ila y(0,5)
qiymatini, 0.007 dagiglikls hasablamal.

Hoili. h=0.1 addimini gabul edak, bu halda naticanin
xatas1 h'=0.000] ahmir ki, tocritbi olaraq verilmis x figiin
kifayotdir. Hesablamam bir ehtiyat isarasilo aparacaglq.-

Ve Vo qiymatlori (1) differensial tonliyinin baglangic
sartindan molumdur: y,=I, y,=1. Qalan digor fi¢ giymoti
y=v(x;) (i=123) differensial tanliklorin adadi inteqralama
fisulu ilo tapihr va (1) differensial tonliyinden y =y(x;)
(i=1,2,3) uygun qiymatlar alang.

Cadval —5-da pgostarilon giymsatlsr Runga-Kutta
iisulu ilo nesablanmig giymoatlordir, indi isa y, va y,
hesablamagdan Gtrit Miln ditsiurundan istifada edak.

Cadval 5
i X Y ¥
i { i

01 1.1103 12103
0z 12437 | 14427
03 1.3996 16996

Lig| B ) O] =

205



Milninin birinci dilsturunu totbiq etsak ya asagidak:
kimi hesablaya bilarik:

W =1+ 221 02,1 2103 1,.44274.2.1.6996 )= 1.5836

Bunu differensial tonlikds yerina yazsaq. alang:
yii= 1.5836
Milninin ikinci diisturunu (48) tatbiq etsak alarig:

¥ =1.2427+ 21 (14427 4 4.1.6996 + 1 9836 ) = 1 5835

Belolikla tapilmis ys (1) va y4 giymotlori ii¢ raqamlori
Ust-Uisto diigdlyiind nazora alsaq y, = y,” =1.5835 gabul
edirik. Buradan

¥,=y, =109835

ys hesablanmasi. Milninin birine1  dilsturundan

bhilirik

4 0
P < rroy Sl

(2% 1.4427 - 1.6996 + 2 % 1,9835) = 1,7973

uygun olarag y;m =05+1.7973= 2.2973
Milninin ikinci dilsturuna asasan yaza bilorik
¥ =1.3996 + ﬁ—j (1.6996 + 4 x 1.9835 + 2,.2973) = 1.797

Beblikla, y,  wa p®  iist-iisto disdiiyiindon
y=1.7973,

Yoni, y(0.5)=17973

Onu da qgeyd etmok lazimdir ki, # addim1 ¢ox kigik
oldgundan, axtanilan hollin xatasimn giymatlondirilmasina

ehtiyac yoxdur.
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Miln iisului ficiin asas cadval 6
¥ x, },Iru W (17 - i | & W (] W =]
6] o i !
RN E 11103 1.2103 |
| 2102 ! 1.2427 14427
| 3|03 ] 1.3996 1.6996
4| 04| 15836 | 1.5835 | 0 | 1.9536 | 1.9835
S| 05| L7973 | L7973 D) 22973 2.2973

6.1.8. Eyler iisulu (grafik iisulla differensial tanlikiarin halli)

Tutaq ki, x=x,, y=y,baglanfic sartini 6dayan

y=fixy)

(56)

differensial tonliyin {grafik) hallinin tapilmasi talab olunqur.
Bunun {glin Ox oxu iizarinda (x,<x,<x,<...) ndiqtalar

ardicillinnt  gotiirak vo
bunlardan Oy oxuna
paralel xatlar gekak. (56)
tanliyinin sag tarafina

M(xay,) noqtesinin -, ;3 : 4
""\ 7
Sakil 6.4

koordinatlarini yazib bu
noqtads inteqral ayrisi-

na gakilon toxunanin bucaq amsaplini hesablayirg.
tga, =yy, =f(x4,y,)

[x5x;] parcasinda inteqral oyrisini, M, néqtasindo

ona ¢okilmig toxunanla ovaz edok, My ndqtasindan x=x,

xottini kosans kimi diiz xott gekarak M, (x.y,) ndgtasini
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alarig. M,(x,y,) va M, x,y,) noqtalorindan kegan diiz
xatlin tanhiyi (Sakil.6.4)
YiEviH(Xa Vo) ' (X-X,)

[x,x,] parcasinda inteqral oyrisimi M M, xatti ila
avaz etsgak, buparcaninbucaq amsah

gy = Yo, = %0 ¥ )

M,(x,y,) nbqtesinin ordinahi asafndak: diisturlda
tayin olunur

Y=y (x,y) (% x,)

[x,x;] pargasinda yuxarnda oldugu kimi integral
ayrisimi MM, pargasi ila ovoz edak, M, — ndqtasindan v.s
Bu smaliyyat fx,y) funksiyasinin tayin oblastindan ¢ixana
kimi davam etdirilir. Bu gayda ilo qurulmug M M M. .
simig xatti, Eyler sinig xatti adlanir, bu (56) differensial
tanliyinin  M,(x,y,) nogtasindan keg¢an integral ayrisini
ifada edir.

Umumiyyatls M, M, M,.... simq xatti inteqral oyrisi
ila yalniz bir imumi néqtays malikdir.

Eylerin yuxarida verilmis siniq xotlor fisulu y'=ffx,p)
differensial tonliyinin grafik hallini verdiy: halda, ondan dif-
ferensial tonliyin adadi hollini almaqdan 6trd do istifada
olunur.

Tutaq ki, y'=f(x,y) differensial tanliyinin x=x,y=y,
(X=X X5, X=X,) X;<X,<X,<....<X,, 0doyon hallinin adadi
hesablanmas talab olunur.

Baglanfic M,(x,y,) nogtasina malik olan Eyler ayrisina
Va XX X;...X, noqtalor sistemina baxag. Bu simig xattin
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taps noqtalerini  My(x,p,). M (x,y,). My(x,y,),

M (x,y,) ilo isar> edok. Bu ndqtalorin  ordinstlarinm
gymotlari verilmig differensial tonliyin tagribi adadi halh
olacaqdir.

Eylerin simig xatlarinin tapo ndqialorinin ordinatlari-
nt ¥,Va...¥, 2 isara etsok, eylerin simq xattimi qurmadan
da, asafndak disturlarla ardicil olaraq hesablamaq olar:

Y= Yo H(xa¥0) (XXe)
Y= yiH(x,y) (x0x,)
Vo=Vt (X Vai) (Xe%py)

Tacritbads adaton x, x,x,....,x, adadlarin elo segilir
ki, k fargi ilo adadi silsila amala gatirsin , yani

X=X Hh, X,=x, 2R, x;= x4 3h, ... X, =x 00
burada #h-hesablama addimudir. Hesablamalan asagdak:
cadval saklinda aparmaq samoralidir.

x ¥y flxy) fixy}h
Xy Y fxpy) f(xaya)h
X ¥i fixpyi) f(xpyi)h
X2 ¥z F(xy;) Fixyy:)h
X3 Fi

Burada y, =y, +/{xaye)h. v:=y,H(x,p,) vas.
Misal. Tutaq ki, y'=x+y xatti differensial tonliyinin
ylx=0=1, baslanfic sortini 6doyon x=0.5 giymatinds adadi

hallinin tapilmast talab olunur. Verilmis differensial l’.‘lnli.}'ig
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sabitin variyasiyasi Gisulu ilo holl edarak, onun imumi haili-
ni asapidak: sakilda alanqg y= ee’-x-1, burada C- ixtiyari sa-
bitdir. Baslanfnc y|, =1 sortindon istifado edarak =2 ala-
riq.Belalikla tonlivin halli y=2e*-x-I sokhinda olar. x=0.5
qgiymotinda tagribi olaraq hesablasaq alanq y(0.5) = 1.797.
Indi iso hallin y(0,5) giymatini Evler Gisulu ila hesablayaq.

Bunun iigiin [0,0,5] pargasimi, x,=0, x; =0.2, x,=0.3,
x,;=0.4, x; =04, x,=0.5 beg barabor hissaya (addim A=0./}
ayiraq. Vs ¥, ¥;.¥s Ve ¥s Byler siniq xattinin t3pa nogtalari-
nin ordinatlanm isars edak. Onda hamin giymatlar iigiin
asafndak cadvali alang.

x y | E(xy)=x+y | F(x.y)h={x+y]  0.1]
0 I 1 0.1
0.1 I.1 1.2 12
0.2 1.22 12 0.142 ]
0.3 | 1362 1.662 0.166 [
04 | 1528 1928 | 0.193

| 05 | 1721 1 B

Goriindiiyll kimi p/0.5) qiymotinda differensial
tonliyin  hollinin  y(0.5) qiymati [.72] borabardir.
¥(0.5)=1.721.

Burada xata (.08 barabardir.
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6.2 Adi differesial tanlikloar iiciin sarhad masalalari
6.2.1.Sarhad mosalasinin fimumi goyvulusu

Asamdaki n-tortibli (n= 2 ) differensial tanliyina baxag.
Fix,nY, ¥ sy ®)=0 (57)

(57) tenliyi figlin sarhad mosalesi asafdaky kimidir,
(57) differensial tonliyinin elo y=y(x) hollini tapmaq lazim-
dir ki, verilmis x=x; (i=1,2,...k, x = 2) ndqtalar sistemi fi¢iin
toromalari

¥ =) (s=0,1.2......57)

Bir-birindsn  asili olmayan n sayda sarhod sartlori

timumi halda geyri xatti olsun

(57) differensial tanliyino asasan n tartibli vo ondan
yiiksak y™ tortibdon tdromalari, imumi halda axtarilan y
funksiyas: vo onun asa@ tartibden y, v'...., ™" téromalari
daxil olursa onda hesab etmak olar ki,

op=n-1 (i=12,..k 7¥=I,2,...n) (59)

(37)-(58) sorhad mosals- N
lorino aid miiffassal olarag
bir nego misal gostorak.

1. Sada iki nédqtali sarhad
masalasi. Tkitortibli

vy =fxy) (60)
differensial tanliyin el 0
y=y {x) hollini tapmaq

lazimdir ki, o x=a va x=b (a<b) qiymatlerinda y(a)=A,

[+

e R e T

%)

Sokil 6.5
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y(b)=B sartini 6domis olsun. Bu handasi olaraq o demakdir
ki, (60) differensial tenliyinin integral eyrisini tapmagq la-
zimdir ki, o, M{a.A) va N(b.B) ndqtalarindan kegmis ol-
sun. (sakil 6.5)

2.1-ci misalindan fargli olaraq: Verilmis (60) diffe-
rensial  tonliyinin  ela
y=v{x) hallinin tapilma-
51 talab olunur ki, o,
yY'ia)=4,, y'(b) =8,
sartini 6damis olsun.

Hondessi  olarag
bu (60) tonliyinin el
inteqral ayrisini tapmaq Sokil 6.6

talob olunur ki, o x=a va x=b xatlorini verilmis a va ff bu-
caglar! alunda kasmis olsun. (sakil 6.6).

3. Qarsig masaloys baxaq: (60) differensial tanliyinin
ela hollinin tapilmasi talob olunur ki, o, agagidak: sortlor
ddamis olsun ¥ :
y(a)=A, y(b) =B
Bagqa sozla, (60)
differensial tanliyinin
ela inteqral ayrisini
tapmaq lazzmdir ki, o,
M(a,A) nbqtasindan 0
kegsin va x=b xattini
verilmis f# bucaf (rgfi= B,) allinda kasmis olsun. ($akil 6.7)

Onu da qeyd etmok lazimdur ki, (57) - (58) imumi
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sarhad masalasi ola bilar:
a) halli olmasin:
b) vahid halli olsun;
v) bir neca, yaxud sonsuz sayda halli olsun.

6.2.2. Xoiti sarhad masalalari

osash suratds xisusi hall olan, differensial tanliyin
va sarhad sartlorinin xotli olan halimi nazardan kegirak. Bela
sorhad moasoalasi, xatti sarhad masalasi adlamr. a-tartibli xatti
differensial tanlik qusa olaraq agagidak: gakilda yazilie,

Liy]=1xy) (61)
Burada Liyl= porx)y™ + py(x )y 4. pix)y.

bela ki, pi(x) (i=0,1.2....n), f{x) -[a.b] pargasinda kasilmaz
funksiyadir,

Sadalik liglin sarhad sartlarine x=a va x=h (a<h) da-
xil oldugunu forz edak. Bels sarhad gartlari ikindqtali sarhad
sartlari adlanir. Sarhad sartlori xatti adlamir o zaman ki, o,

R,[v] = (y=12..n) (62)
a=f
Burada R [v]= ¥ [a,»™y¥ @+ gyy* )]
-0
voa”, B, .- verilmis sabitlardir, bela ki,
n-1

a4 B 120, v=12,.\n
k=it

Baxdifimuz (/.2,3 misallada) sarhad sartlori xattidir,
bela ki, onlan agafidak: sakilda yazmaq olar:
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ayia)tay (a)=7y,
By (b) By (b)=y,)
burada (ao,a1,Bo.B1.v1,y2) verilmis sabitlardir, Dogrudan da
birinci massls Ggiin  ap=1, &;=0, y,=A, Bo=1 p=0, y:=B v
Hamginin periodiklik sarti, sarhad sartnin xattiliyidir bu
halda
y(a)=y(b), y'(a)=y(b)

Xotti sorhad mosalesinin @ halli  ela  p=yfx)
funksiyasina deyilir ki, (61) differensial tanliyini va (62)
sarhad gartini 6damis olsun bels ki, sonuncunun xatti olmasi
farz olunur, xatti sarhad masalasi bircins adlanir o zaman ki,
fix)=0 (asx<b), yani (61) diffrensial tanliyi bircins va y,=0
(y=1,2,...,n) bircins sarhad sahad sartlorina malik olsun, oks
halda (61) — (62) sarhad masalasi qeyri xatti adlanr.

6.2.3. Tkitartibli xatti differensial tanliklar iiciin ikindgtali
Kosi masalasina reduksiya

Tutag ki, y'p(x)y+alx)y =f(x) (63)
Differensial tonliyi verilmisdir va p(x), q(x), f(x) -
kasilmaz funksiyalardirlar, (63) tonliyinin asagidak: sarhad
sortlarini &daysn hallinin tapilmas: talob olunur:
ayyfa)l +a,y (a)=A
Boy(b)+p,y (b)=B (64)
burada (og,0q,Po.Bi,A,B-verilmig, sabitlardir,
Belo ki, [oglHai[#0 va [Bo+PiF0 )
(63) differensial tanliyin hallini asafndaki: kombinasiya
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saklinda axtaraq

y=CU+V (65)
burada U=U{x) uygun bircins differensial tonliyin, sifirdan
fargli hallidir.

U+p(x)U+q(x)U=0 (66)
V=V(x) -isa V+P(x)V+Q(x)V=F(x) (67)

qeyri bircins (63) differensial tanliyinin hallidir.

Aydindir ki, y funksiyas: (65) diistiiru vasitasila layin
olunur vo (63) tenliyinin holli, C isa ixtivari sabitdir.
[stonilon C sabiti figiin birinci sarhad (64) sortini va y fun-
ksiyas figlin 6donmis olsun. Bu sarhad sartlorindan istifada
edarak alarig

CUyfa)+a,V(a)+Ca,Ufa)+a,V(a) = A
yaxud ClaUfa)+a,U(a)]+a,V(a)+a,V (a)=A  (68)

(62) barabarliyinin istonilen C sabiti iigiin dogru ol-
masindan otril, C-nin sifra boraber olmas: zoruri va kafi
sartdir. Yoni ;

% Ufa)+a, U'(a)=0 (69)

agVia)+ta,Via)=A (70)
boraborliklorinin ddanilmasidir. (69), (70) barabarliklarinin
Odonilmasi {igiin

Ula)=ak, Ufa)=-ak (71)
yazmagq kifayatdir. Burada &0 sabitdir.
Via)=Ala,; Via)=0 (72)
ogar mp#0 va V(a) =0, V(a) = Ala; (73)
ogar a; £ 0.

Gériindilyii kimi U bircins (66) differensial tanliyiniﬂa



Kosi masalasinin hallidir ki. (71) baslangic sartini &dayir, V
isa geyri xotti (67) tonlivinin hallidir ki, (72) yaxud (73)
baslangic sortini &doyir. Indi C sabitini elo segak ki, v
funksiyasi (64) sarhad sortini x=b 6damis olsun, bu biza C-
ni lapmaqga imkan verir.
s B-[BV(b)+ B¥'(h)]
Balith)+ BU'(b)

Bu halda B,U(b)+8,U (b # 0 oldugu forz olunur.

Belalikls (63) — (64) sarhod masalesi Ufx) va V(x)
funksiyalar ticiin iki Kogi sarhad masalssina  gatirilir. Onu
da geyd etmok lazimdir ki, agar (73) sarti danihirss, onda
(63) — (64) serhad mosolasinin yegana halli var, aks halda
onun ya he¢ halli yoxdur, vaxud da sonsuz sayda halls
malikdir.

Qeyd: Ogor verilmis (63) differensial tonliy1
bircinsdirsa, yani f{x)=0, bundan basqa A=0, (72) yaxud
(73) asasan ¥(a)=0 va V(a)=0, olduqgda V = 0 alang.
Ona gbra y=CU(x), burada Ufx) (66) tanliyinin halli olub
(71) baslangic sartini Gdayir.

(74)

B

C=
Bu halda AU(b) - BU(h)
Misal . y +ychx=0 (75)
Tanliyinin y(0) =0, y(1) =1 (76)

Sarhad gartlorimi Gdayan halling tapin.
Hoalli. (76) sartlarini (imumi (64) sarhad sartlon ila
milgayisa etsok gorarik ki, a,=1 a,=0, A=0, B,=1, #,=0,

B=1. Yuxandaki qgevdo asasan halli asafndaks sokilda axta-
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raq

y=CU(x)
burada Ufx ) asafidaks bircins bircins differensial tanliyin
U'+Uchx=0 {77
Uf0)=0, U = I, sartlorini (k=-1 oldugda) (78)

ddoayan halhdir.

(76) sorhad sortlarinin  ikincisindan alang ki,
CU(1)=1 buradan C=1/U(1).

Istanilon adadi iisulla (77)-(78) Kosi mosalasini hall
edib U(x) sonra isa C-ni daha sonra iss y tayin edirik.

x g4 e2°[ 0% | 06 | 08 /
Ufx) | 0 | 0199 | 0.389 | 0563 | 0.710 | 0.819
Yix) | 0 | 0243 | 0475 | 0.687 | 0.867 i

Uf1})=8.19 oldugundan C=1.22] va y=1.221U{(x),
natica yuxaridak: cadvaldo gdstarilmisdir.

6.2.4. Sonlu farglar iisulu

Asapdaka iki tartibli geyri bircins xatti differensial
tanliyina baxaq
yAp(x)y+q(x)y =fix) (79)
ikinoqtali xatti sarhad sartlari beladir:
{uny{a}+uiy' +g(x)y= A,
Boy(B)+ B,y ()= B,,
(o] +le| =0, [o] 18] =0}

(80)
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burada p(x), g{x), {a.b] parcasinda kosilmaz funksiyalar-
dir. Bu ciir sarhad masalasinin holli Giglin an sads tisul onun
sonlu — farglar sistemina gotirilmasindan ibaratdir. Bunun
fi¢iin [a,b] pargasini uzunlugu 4 (addim) olan n barabar his-
saya ayiraq, burada

bolgil ndgtalari agafidak: absislars malikdir:
x=xg+ih (i=0.1,2..n), x,= a, x,=b. Axtardigimiz
y(x) funksivamn x; bdlgii ndqtalarindoki qiymatlari v
onun téromalarini y=y(x), p=p"(x), uyfun olarag
v=vix,). v.=y(x), v, =y'(x,) ila isara edok. hamginin asagi-
daki avazlamalari aparaq:
pEp(x). g=qi(x,). [=10x)
[a,b] pargasinin hor hansi x, daxili néqtasinda sonlu-

farglora  nisbaten  sim- //]--"‘
metrik olarag tdramalari
avaz etsok alang: / ke, N
¥ '
1|.‘:lr=.-li"i1-.l'_ J"r—: ¥
g 2h ’ Planlnln laln
'_yl+3_2yl+yl-f g xma X x xrh
= e i Sakil 6.8

((=12..n=1) (81)
x,=a, x,=b [a,b] pargasmdan kanara gixmamasindan otri
yazmaq olar (sak.6.8).

i _}'I -J-"n I .:l"'ﬂ—ﬂ.yrj £
ghe—g Rt s Eleeind) (82)
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Pt - Iy,
Xo = Sh
3= Wy - 0+ s 2
2h \
ogar y=y(x) funksiyas: kifayst qadsr hamardirsa
onda daha daqiq giymai asagdak diisturla almagq olar.
Haqigston y,=y(x,+h) va y,=y(x,+2h) gobul etsak
va Teylor diisturunu tatbiq etsok, asapidaki ifadalari alang;
x=x, (i=12...,n-1) daxili ndqgtalorinds (81) diisturundan
istifado edarak (57) differensial tonliyini tagribi olaraq
agafidaks xotti tanliklar sistemi ila avaz etmok olar
Fisi 2Y,+¥ Yier Vi
o (g
Bundan basqa, (83) va (84) disturlarina asasan (80)
sorhad sartlori alava olaraq daha iki tanlik verir

Yy FAy-3Y,

(83)

n=2 (84)

+q,¥ =7, (85)

oY, + :
(86)
Jy, - 4 +

ﬁ{'}rﬂ +ﬂ] }rn }rI] 1 Fh. 1 ___:B

Beboliklo n+1 machullu y, v, ...,y n+! xatti tanliklar
sistemi aling ki, x,x,....x, négtalerinde y=y(x) axtardif-
miz funksiyanin giymotlorini verir. 8gar miimkiin isa bu sis-
temi holl edib, axtadigimz halli y-in cadvalini alarig

Misal. Sonlu farglar iisulu ila

Vrd+x? )y =I}

Y)=y(l)=0 o
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Sarhad masalasinin ¥
hallini tapin. Kobud halli

almaqdan otrii h=1/2 /ly/f :\h '
addimmm segak  x,=-1, ¥z ¥:

xi=-1, x,=0, x,=1/2, x,;=1 . 7
gabul etsak, tonliyin va >
sarhad sertlorinin  simmetrliyini nozara alsaq y.,=y,=0.
y.;=y, Bebliklo yalniz iki ordinatin y, va y, tayin etmoak la-
zim galir. x=0 qobul etsak téramsa iiglin simmetrik dstur-
lardan istifads edorak alangq:

- + 1
Y. 2Vt &
1/4
Burada y,=y,. Analoji olaraq x=1//2 ii¢iin asagidaks
barabarliyi alang

Yo=-1

Yo ¥, (41/4)y, =-1
114 { M

y,=0 sarhad sortindan istifada edorak asafidak: tonliklar sis-
-7y +8y, =-1
temini  alang 3 . Buradan y,=0.947.
dyy- 6=y, ==1
4
y,=0.72] aling. Onu da geyd etmok lazimdir ki, n-nin
bayiik giymatlari iigiin (85) - (86) sisteminin halli mitrakkab-
lasir, Bu halda sarhad mosolosinin hallini, iralida verilmig
paragrafda Kosinin iki masalasinin holli ilo avaz olunur.
Masalon farz edok ki, ag#l, onda y=CU+V, burada U
asapidaki: Kogi masalesinin halli kimi axtarihr:
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U'tp(x)U+q(x)U=0, Ufa)=a, U=-a, 188}
V-ni do yuxanda oldugu kimi Kosi masalasininin hal-
li kimi
Viapix)V+q(x)V=f(x), Via)=Ala,, V(a)=0 (89)
tanliyindsn axtarhir.C-sabiti isa (24) sarhad sartlari-
na gora
B,Ub) + B,U'(b)
(88) differensial tanliyini uygun olaraq sonlu-farglar
tanliklari ila ovaz etsak, alang;
U-_ ‘r" 2U1+‘?'U.r ]‘ U - U
il s SR i+l EL Lo KT =D
hz .Pf 2}-’ '?; i ¥
(i=12..n-1)

s B, V(b) + ﬁ,V?_I_:;_] 90)

Uy=a,———1 " =—g. buradanda

a1+ ph) -ah(l+ % h)

Up=a,U, =
1+p,k+%h-’

(2-g,h% )U, - (I —%mu,-;

UH-I =
1+
2
(i=12,..n-1)
Bu amoliyyatin kémakliyi ilo yazmag olar ki,
U,- 4U,_ ,+U,__,

91
h (91)
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Analoji olaraq (89) differensial tanliyini sonlu-farglor
tanhyi ilo avaz etsok alarig

Ve g ZH RV Veign A '
I ] B+ + | L.'—L + I’..- -
e qV, =/,

hJ i
A eV - B (92)
Ry -0
iy 2h
buradan da
Lw + 21+ phy
e O & %
[/ T4 e
% 14 ph+ Ly
2
f (93)
2 i), a4 By  + 1
H-ﬂ = > 2
I+=Lh
2
(=12..n-1)
Belaliklo ardicil smoliyyatla V(b)=V, va
Veh) = - 42‘;; LT Va2 hesablamag olar.

Bununla bela biz (90) ifadssindon C sabitini tapmagq
imkam 2ldo edirik vo noticada y(i=12,...n) asafrdak:
diisturla toyin olunur:

y=CUAV, (i=0.12,...n)

Onu da geyd etmak lazimdir ki, agar sorhad sartlari
v(a)=A, y(b)=B saklinda verilarso hesablama diisturlan
sadalogmis olur. Bu halda ay=f;=1,a,=f,=0, onda alariq ki,

222



il + 2L
U, =0, U,=- 2
I+ ph+ E;—;'—h’
| , (94)
A(l+ ph)+ = I’
Vd‘ = A_ V.f — —— qa?
1+ ph+=Lh’
P 2
bels ki, C=(B-V,)/U,
6.2.5. Kollokasiya iisulu

Yuxarida verilan sonlu-farglor fisulu sarhad masalala-
rinin adadi hallini verir va funksiyamn qiymatlarinin cadval
soklinds yazilmasma imkani verir. Lakin baxdifimiz bu
iisul isa sorhad masalasinin tagribi hallinin qiymatini analitik
sokilds almaga imkan verir. ;

Tutag ki,

Ly]=y+p(x)y+q(x)y=f(x) 95)
geyri bircins differensial tanliyinin ela y=y(x) hallinin ta-
pilmas: tolob olunur ki, o asafidak: xatti sarhad sortlorini
odamis olsun.

Fofy]=agy(a) + ary(@=A, Tv[y] = Bay(b) + Piy (B)=B,  (96)
burada |ag|+|a;|#0, [Fal+|B:1#0.
Asafidaki xotti asih olmayan funksiyalar goxlugunu segok
Up(x), Uy(%), o Up(x) ©7)
(bazis funksiyalar), Uy(x) asafidak: bircins sarhad sortlori-
ni Gdayir
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I Up]=A, [ JUp]=B (98)
qalan digor U,(x) (i=12......n) funksiyalar iss uyfun sarhad
sarilarini 6dayir :

Q,[UJ=0 Q,[b]=0 (i=12,...n) (99)
Sdgar (96) sarhad sortlori bircins olarsa (A=B=0),
onda U,(x) = 0 yazib va yalmz U,(x,) (i=12,....n ) funksi-
yalar sistemina baxmaq olar.
(95)+(96) sarhad mosalosinin tagribi hollina bazis
funksiyalarn xatti kombinasiyas: kimi baxmag olar:

y=U,x)+> CU,kx) (100)
i=!

Aydindir ki, y funksiyasi (96) sarhad sartlarini 6day-
ir. Dogrudan da, sorhad sartlorinin xattilivine asason alariq:

rl=rful+ Y orul= 4+ 3¢ 0= 4

iml
analoji olaraq alanq I'v[y]=B. (100) ifadasini (95) tanliyinda
yazsaq alang ki,

i=l

Ogar C, (i=1,2,3,..,n) sabitlorinin har hans:
segilisinda asafndaki barabarlik ddanilirsa
Rix.C,C,...C,)=0, (asx<h)oldugda.

Bu halda y funksiyas: (95)- (96) sarhad masalasinin
dogiq hollidir. Onu da qeyd etmok lazmdir ki, C, -
amsallarimin  belo milvaffoqiyyatli secilisi milmkiin deyil.
Yalmiz onunla kifayatlonmok olar ki, R(xC,.C,...C.)
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funksiyas: [a,b] parcasinda verilmis six ndgtalar sisteminda
X, X;...,x, sifra barabar olsun (kollokasiya ndqtalari) bels ki,
bu néqtalorda (95) differensial tanliyi daqiq Gdonilacak;
kollokasiya noqtalori kimi, [4.5] pargasim barabor hissalors
bélan ndgtslari gotiirmak olar. Naticada agafidak: xatti tan-
liklar sistemini alariq:
R C;.C;,...C. ) =0
Ry C 5 Cﬂjzﬂ}
(102) sisteminin uyusan oldugu halda, istanilan dsulla
C,.C,...,C, omsallarim 1ayin etmok olar.
Onun naticasinda sarhad masalasinin daqig halli (62)

(102)

diisturu ila verilir.
Misal. Y1+ )y+1=0, y(1l)=0. (103)
Sarhad masalasini kollokasiva isulu ila hall edin.
Halli. Bazis funksiyasi kimi U (x)=x"'(/-x")
(n=12,...), polinomunu segak., aydindir ki, U (%] )=0 sar-
had gartini 6dayir. Kollokasiva nagtalari kimi x,=0, x=%//2
néqtalorini segak. Tki bazis funksiyas: ils kifayatlansak, yani
y=C,(1-x°)+Cy(x-x")
bu giymoti (93) differensial tanliyinda yazsaq alanq ki,
R(x) =-2CHCy(2-12%°) +{1+3)[C,)( 1-X° ) +Cs( -
x*) JH1=1-C, (14x* )+ Cy( 2-11x°-x"),
Rix)=1-C,(I+x")+C,(2-11x*-x") (104)
Kollokasiva réqtalarinda x,=0 va x=1//2, alang ki,
Rix)=0, R(x*)=0. Burada (104} ifadasindan isufada eda-
rak C, va C, smsallanm tayin etmak iigiin agafdak: xatt
tanliklar sistemini alarng
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I-C‘ +2£.2.=u
(105
o288, |
16 B4 .

(105) sistemim holl edarak C,=0.957; C,=-0.022 alanq. Belo-
likla, verilmis differensial tonlivin tagribi halli :

vl 957 ( 1% )-0.022( x*-x* ) =0,957-0,979x2+0,022x2
xiisusi halda y(0)=0.957 milgayiss iigiin uygun v(0) giy-
motin. sonlu farglor disulu ile alinnus y(0)=y,=0 967-ni
verak,

6.2.6. On kigik kvadratlar tisulu

Bir daha agafdaki sarhad masalasing baxag
Li{y]=f(x). I,[v]=A, Tj/y]=B (106)
Bundan avval ki, iisulda aparilan isara etmalora amal
edarak yaza bilorik

y=U,(0+3.CUx,) (107)

=)
burada U=U,{x) funksiyas: eladir ki, I,
A i=0 B i=0
Tt |= I\ =
oS e 9 ol

(107) ifadasini (106) differensial tonliyinda yazsaqg
asafidaky nygunsuzlugu alanq asxsb oldugda, miitlag qiy-
matca kicik olmalidir. Ona gora asafidaki talab ddanilmali-
dir (an kigik kvadratiarin integral isulu).
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RE,C, CoronCy )= LU, - SO+ X LU (108)

i

I= [R6.C,.C,....C, )t = min (109)

| - integralimin minimum, giymoat almasi fi¢iin, zarun
gort asagidaki baraberliklarin iidanilmasindan ibarathir,

I E'I I‘R

;af fﬁ!-—-dr 5

=

(110}

- I:R—dx {}J
Noticado C,,C,.......,C, amsallarina nozaran xatti ton-
liklar sistemi alinir ki,onlardan da smsallar tayin olunur.
Misal. ©n kigik kvadratlarin integral Gsulundan isti-
fada edarok, agagidaki sarhad masslasini hall edin
V(1437 )yel=0, y(xl)=0 (111)
halli U =1-x°, U,=x"-x" qiymoatlorini (111) tenliyinda yazsaq
(bax-(104) asafidak: uygunsuzlugu alang)
Rix)=1-(1+x")C +(2-11x°-x°) C, (112)
Masalonin simmetrliyini nazara alsaq, asas parga ki-
mi [0,1] pargasina baxmag kifayatdir,
Yuxarida verilmig an kigik kvadratlar {isuluna asasan
asafndak ifadoni yaza bilarik:

1= [Rds = [[1-(1+x")C, +(2- 11’ -x“Tdr

C,va C, ela segmok lazmmdir ki, /- integrabinin an ki-
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¢ik giymatini vermis olsun.

;aaé}fr:+x*‘)[f—ﬁ+.r‘,it?;+r'?—”r"'-I“J]rir=”
I ol =j|.1'3—.’!x’—x‘)[f—ﬂ+x“}€ +(2—- 115" - x° Jdx}=0
28c, s
yaxud

68, 3548 5
45 1155 4

3548 . , 63404 . _ 38

1155 40095 21
buradan C,;=0.985, C,=-0.078.

Belolikls
y=0,985(1-x*)-0,078(x*-x*) {113)

xlisusi halda y(0)=0,98 (bax.- 6.2.5.)

6.2.7 Qalerkin iisulu

Tutaq ki,agagidak: xatti sorhad masalosi verilmisdir.
Liyl=ftx) (114
burada Lfy[/=y+p(x)y+g(x)y, tenliyinin asagndaki xatti
sarhad sartlorini Gdayan hallinin tapiimas: talab olunur.
Lyl=agy(a)+ay (a)=A; T,[y]=pp(b)+By (b)=B [ 115)
(logl+la, [0, Byl +18,F0).
Sonlu bazis funksiyalar sistemini segak {U(x)} (i=0,
1,2,...,n). Bu fimum sistemin bir hissasidir, bels ki, U,(x)
funksiyasinin asagidak: geyri bircins sarhad sartlarini 6da-
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mayi talab edak.
L Uyl=4, L U,[=8,
U,x)- funksiyas: isa (i=12....n) asafgidak: sarhod
sartlorini 6damis olsun
rfUj=ryfU]=0 (i=l2...n)
(114)-(115) sarhad masalasinin halli bildiyimiz kimi
asafdalka sakilds axtarilir.

Y= Uu{xJ+ZCIUf (x).

=1
U.(x) bazis funksivasinin (116) diistiiru vasitasils se-
cilmasi zamani, (115) sarhad sartlarinin istanilan C, smsah
ddamoalidir. (116) ifadssini (114) differensial tanliyinds yaz-
saq asafidaki uygunsuzlasmani alang:

R(x,C;,C;,...C, ) = LU, ]+ > C.LIU, |- i)
i=l

Aydindir ki, y sarhad masalasinin dagig halli {igiin
R=(); Ona gbra dagiq halle yaxin, tagribi holli almaq ii¢iin
C, amsallarim elo segmak lazimdir ki, R funksiyas: istanilan
qadar kicik olsun.

Qalerkin f{isuluna asasan, R funksivasmun Ufx)
(i=1,2...,n) bazis funksiyasina ortogonal olmas: {iciin, ki-
fayal gador ¢ox sayh bu funksivalar, orta uygunsuzluglarin
kicik olmasim tolob etsin. Tagribi hollin dagig halls yaxin
oldugunu nozars alsaq, tmumi halda bu masala agiqg galir.
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Belalikla Cfi=1,2,...,n) smsallarini tayin etmak iigiin,
asafmdak xatti tanliklor sistemini alang

[U,R3.C,. Cy.esC, )i = 0)
[U,0R(x.C,.C;.....C, )il = 0|

(U, 0R(xC,,C;..e..C, )l =0
yaxud, daha daqgig

i{:‘, fU,fx)L[U,}ix = [U, (o)) - Lix, e (i=1.2...n)

b=

Misal. yHxy+y=2 (117)
differensial tanliyinin sarhad sartlarini 6dayan tagribi halli-
ni, Qalerkin tisulu ilo tapin.

yioi=1, y(i)=0 (118)

Hoalli. Bazis funksiyalan kimi, Ufx) (i=0,1,2.3)

asagidaks funksiyalar secak.
Usix)=I-x, Ufx)=x(1-x)
Us(x)=x*(1-x), Uy(x)=x'{1-x)
Verilmig tanliyin halli asagidak: sakildas axtanlir
y=(l-x)+Cx(1-x)+Cx'+Cx'( I-x)

y-in giymatini (117) differensial tanlivinda yerina

yazsaq, asafndaki nygunsuziugu alang:

R(x,C,C,C,)=(1-4x ) +C,(-2+2x-3x" ) +
+C,( 2-6x+3x°-4x" |+ C,(6x-12x"+4-5x% ). (119)
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R funksiyasinm, U,(x), U,(x), U,(x) funksiyalarina
ortogonalhiq gorti asafidaka tanliklar sistemina gotirilir.

[ -3 JRx,C,.C,.C, )dx =0
[6? - x JRG.C,,C,.C Jadx =0
[ —x* JR&.C,.C..C Ji =0

R(x)}-in yerina onun (119) gqiymotini yazsag,
milayyon omaliyyatdan sonra agafidak: tonliklor sistemini

alariq
133C, +63C, + 36C, =—70
140C, + 108C, +79C, = =98
264C, +252C, + 211C, ==210
Buradan alang ki.

C,=-0.2090, C,=-0.7894, C,=0.2090 v bebliklo
y=(1-x) (1-0.2090x-0, 7894x" +0.2090x" )

7. EHTIMAL NAZORIiYYOSi vO RiYAZI
STATISTIKA

7.1.Ehtimal nazariyyasi
7.1.1 Tasadiifi hadisaloar.

Ehtimal anlayisindan elo hadisalarin 6yronilmasi za-
man: istifads olunur ki, bu hadisalarin gabagcadan naticala-
rini daqiq sOylomak miimkiin ormur. Baxmayaraq ki,
milayyan sinaq natigasinda bu hadiss bas vermis olur.

Masalan: a) har bir 6l¢ii zamam, dlgli alatlarinin
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geyri dagig olmasi va milxtalif sabablar naticasinda, tasadiifi
dlcil xatalar meydana cixar

Olgii apardifimiz zaman gabageadan xstamn giyma-
ti va onun dagiq sarhaddi hagqinda bir s6z demak miimkiin
deyil

b) Lotoreya biletinin sahibi udus olmadan, gabag-
cadan udusun migdan hagginda heg na deys bilmoaz.

¢) hor hansi insanlar yifgimindan tosadiifi secilmis
adamin (mos: toza dofulmus usaqin) gabagcadan goziiniin
rangi hagqnda fikir s6ylomok mitmkiin deyil v, s.

Bu név hadisolon tesadiifi hadissldar adlandirirlar,
Tasadiifi hadisalarin milgahidasi zamam, miloyyan praktiki
kriteriyalar alda olunur ki, onlarin kdmoakliyi ila, miiayyan
sartlor nazars alinmagla, biitiin naticolardan biri digarindan
daha miimkiin sayila bilar.

Tacriiba gostarir ki, kigik tasadiifi xatalara bo}fuk X0~
talara nisbaton daha tez-tez rast golinir. Buna asason &lgil
apadifinuz zaman kifayat qadar texniki sortlar gozlanilorso
biz boylik inamla kigik xatalar gozlamis olacaquq. Biitiin bu
ndv hadisalor zamam «miimkiiny, «iaxmini miimkiin» v. s.
keyfiyyat négteyi nazorindon, miisahidonin gabagcadan na-
ticasinin inamhhq doaracasi qiymotlondirilir. Belo inamlhilif
kamiyyatca sacivygolondirmok {iglin asafndaki sartlari 6da-
yon tasadiifi komiyyatlorin baxilmasini sartlagak:

1. Milsahide olupan tesadiifi komiyyatlarin savi »
sonludur; bu naticalari asagidak harflarla isars edak.

Ap Ay Ayeiciin A Ay g A, :
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Tasadiifi komiyyatin mitmkiin naticesini hadisa ad-
landiraq. Xiisusi halda 4, hadisadir.

2.1-ci bandda saydifimuz biitlin hadisalar tam grup
taskil edir, yani onlardan ciit-ciit he¢ olmasa biri hokmon
bas vermis olur.

3.1-ci banddoki miimki{in olmayan vani,onlarin biri-
nin bas vermasi, digerinin bag vermasini geyri miimkiin
edir.

4.1-bandindaki sayilan hadisalor eyni imkanhdirlar,

7.1.2. Ehtimahn klassik torifi

Ehtimal nozariyyasinin osas mesolosi, inamhihq dora-
cosinl xarakteriza edon adadlo, miisahidalorin gabagcadan
naticolorini  gostarmokdan ibaratdir. Tutag ki, miimkiin
miigahidalorin naticalari har hansi hadisalarin bag vermasina
gatirir

P R [ TP

Vahid miimkiin, miimkiin olmayan vo eyni imkanl
hadisalardir. Ehtimalin talob olunan naticasinin tapilmasina
hadiso deyok.

Tutaq ki, C ela hadisadir ki, o sinag naticasinda bag
verada biler vermayada bilar. Tutaq ki, golocakda miimkiin
hadisalorin A4, A4,...., 4, el birini segmak olar ki, onlarin
naticasindo hadisa bas vermis olur; tutaq ki, bu hadisalar 4,
A,....A,, burada k<xn. Bu hallart C hadisasi {igiin slverisli
adlandiraqg.
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Tasadiifi € hadisasinin ehtimali, homin hadisa iciin
alverish sinaglarimin sayimn (k) iimumi sinaqlar sayina (n)
nisbatina deyilir

P(c)=% ()

Ehtimal hesablamag Gg¢lin biltiin milmkiin hadisala-
ri hesablamag, sonra onlardan alveriglilorini aywrmaq la-
zimdir. Daha sonra bazi masalalards vahid mimkiin. bara-
bar imkanh va uyusmayan hadisalorin hesablanma iisullan
milmkiindiir. Masalan: Zorin atildifn zaman hansi {iziiniin
ditsmosi asagidaky kimi verilir: a) tok adadlor (7,3,5); ciit
adadlar (2,4,6); b) adadlar 1, 2, 3, 4, 5, 6. |

Ehtimalin torifinin naticasi kimi, asafndakilari ver-
mak olar:

1. Tutaq ki, k=0, onda tarifa asasan p=(. Bels ki, ha-
disa tglin alverigli simaglar yoxdur, hadisamin bas vermas
geyri miimkiindiir. Belolikla, geyri miimkiin hadisanin eh-
timah sifira barabardir.

2. Tutaq ki, k=n; onda tarifa asasan p=1I alang. Bela
ki, biitiin sinaglar, alverigli sinaglardirlar, o hadisa yaqgin ki,
bag veracak. Belo hadisalara yaqin hadisolor deyilir. Belalik-
la, yagin hadisonin ehtimali vahida barabardir.

3. Umumi halda 0<k<n, yani 0<n<I; Ehtimal ¢-la /
arasmda givmatlor alr. ]

4. k hadisesinin alverigli sinaglannin say1, n-k isa al-
verisli olmayan sinaglarin sayidir. hadisenin bag vermamasi
ehtimalim ¢ ils isars etsak onda tarifa gora
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El

ifadosini alanq.

Belo ki, hadisonin bas vermemasinin  gevri
milmkiinliiyii, hadisanin bas vermosinin miimkiinliiyiidiir.
(1) va (2) ifadalerini toplasaq alang p+g=1.

7.1.3. Ehtimallarin toplanmasi teoremi

Teorem: uyusmayan iki hadisanin birinin, masalon C
va D hadisalarinin birinin bag vermosinin ehtimah,bu hadi-
salarin ehtimallari camina barabardir.

Isbatr: Tutaq ki, vahid miimkiin, borabar imkanl va
uyusmayan hadisalor asafndak sakildadir.

Ay o LAY, DA

Bundan basqa, tutaq ki, 4,4,.....4,, C-hadisosi
liglin olverigli sinaglardir. C va D hadlsalarinin uyusmayan
oldugunu nazara alsag, k-hallarinin heg biri D hadisasi figiin
alverigli ola bilmez. Forz edak ki, 4,,,4,.5.....4,,; stnaglan
D hadisasi tigiin alveriglidir. C va D hadisalarinin ehtimalla-
rin1 uygun olaraq P{Cjva P/D) ila isara edak, » biitiin si-
naglarin {imumi sayi, onlardan K, C hadisasi figiin, alverisli
oldugundan [/ 152 D hadisasi ii¢iin alverisli sinaqiann sawn
oldugundan,

pc)=k, poy=Z, 3)
n

almaq olar: 4, A4, ..A,4,,, -..A,, hadisslorini birgs
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gotiirditkda, € hadisasi, yaxud D hadisasi igiin olverishi si-
naglari
p(yaxud D)=X¥*¢
son ifadani, ondan avvalkilarls miigayisa etsaok alariq ki
P(C yaxud D )=P(C)+P{D) {4)
fki uyusmayan tosadiifi hadisslarin caminin ehtimali
onlarin chtimallan camina barabardir.
P(C+D)=P(C)+P(D)

Natica.l. 9gar C,C,...,C, uyusmayan hadisalor, p,

Ps..., p, 153 onlann uygun ehtimallandirsa, onda
P(C,, Cx...., yaxud C)=p,+p,;+p;+.....+p, {3)

Natica 2. Uyusmayan C,, C,....., C, hadisalarinin har
hansi birinin bas vermasi, (tutaq ki, C hadisasini) § sayda
hadisalor figiin toplama teoremini asafidak: kimi vermak
olar: C,C,.....,C, hadisaleri ilo uyusmayan C hadisesinin
ehtimal, onlarin ehtimallar comina barabardir.

Natica 3. Tutag ki, mileyyan miigahidalor
nalicasinds, uyusm avan C, C,..., C, hadisslorindan bini
hoékman bas verir onlarin ehtimallan p,, p,. .... p-dir.

Onda pito ... +p,=1 (6)

Dogrudan da, ehtimallarin toplamas: teoremina 2sa-
san, uyusmayan C,C,..C, hadisalarinin har hansi birinin
bas vermasi ehtimali, bu hadisalarin ehtimallan comina ba-
rabardir, sarta géra bu hadisalarin biri h6kmon bas veracak-
dir.

Umumiyyatls (3) dilsturu (6) diisturunun x{isusi ha-
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hdir. Dogrudan da, biz deya bilarik ki, hadisa hékman bas
veracak (ehtimali p), yaxud bas vermayacak (ehtimah ¢). Bu
naticalor uyusan deyillar. Ona gors da (6) diisturunu tatbiq
etsak p+g=I alang.

Masalan: Qutuda bes ag, yeddi yasil va sakkiz qurmuz
kiiracik vardir. Yasil, yaxud qurmuzm kiiraciyin ¢ixma ehti-
mahni hesablayin. Rangli kiiraciyin ¢ixma ehtimalimi hesab-
laym

Yasil kiiraciyin ¢ixma ehtimah Plyasil) = —2%

Qirmuzi kiiraciyin ¢ixma ehtimali  P{qurmizi ) = —%

i ; i) 8 M z
Toplama teoremina géra P(rongli/j=—+ — i
3 gora (rangll) =5+ 25 =20~ 10

7.1.4. Ehtimallarin varulmasi teoremi

1. iki va daha ¢ox hadisa bas vermis olarsa, bu hadi-
sa miirakkab hadiss adlanir; bu hadisalar miirakkab hadisa-
nin taskiledicilari adlanir,

2. D hadisosinin bag vermasi sarti ila C hadisasinin
bas verma ehtimahna sorti ehtimal deyilir va bu saklinda

P(-%) igara olunur. P{C) ehtimahni bazon sartsiz ehtimal

adlandirirlar.
3. Iki tasadiifi hadcisonin birgo bas vermosi ehtimal
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onlardan birinin ehtimah ils, o birinin garti ehtimalinin
hasilino borabardir:
P(C.D)=P(C)P(D/C) (7)
P(D.C)=PiD)P(C/D) (8)
4. Toasadiifi hadisalorin say: ikidan ¢ox oldugda vur-
ma teoremi asagndak sokilda yazihr:
P(C; Coeiny C) =
P{C ) P{C/C)P(CSC,Cy}rrr P{C/C,Cror..Cy) (9]
Burada P(C/C,C,), C, voa C, hadisalarinin bas ver-
moasi garti daxilinda C, hadisasinin ehtimahdir.

Natica: Ehtimallarin béliinmasi asafidak: diisturdan
alimir

PIC.D)=P(C)P(D/C)=P(C/D)
P(D/C)=P(C.D)P(C), P(C/D)=P(C.D)/PID) {10}
P(C)#0 P(D)#0) ifadasi ahmr.

7.1.5. Tam ehtimal va Bayes diisturlar:

Yuxanda sorh etdiyimiz ehtimallann toplama va
vurma teoremlari, tasadiifi hadisalorin ehtimallarinin daha
sada hadisalorin ehtimallar: vasitasi ilo tapilmasi ficlin 2sas
gqaydalardir. Bir sira mosalolarin hallinda bu gaydalardan
bir natica kimi ¢ixan vo tam ehtimal ditsturu adlanan diistu-
ru boyiitk shomiyyat dasiyir.

Tutaq ki, € hadisasi, i, H,...,H, ciit-ciit uyusma-
van hadisalarin yalmz biri ilo bas vermis olur. Onda C hadi-
sesinin ehtimali tam ehtimal diisturu ila hesablana bilar:
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. c < € (11
Pec) =PFHJ_}P(-;FIJ+F{HEJPrH—z_J+---+PthJPrH—H: )
Bu diistura daxilolan A . H.- - - .H_ hadisalori aksar
hallarda hipoteza adlanir. Tam ehtimal diisturunun mithiim
kiisusi halim geyd edak. Qarsihgh H va H hipotezalar- ha-
miga tam grup taskil edir. Buna géra da asajdalka diistur

hamiga dogrudur:
By O
PiCl=PH)P{ — ) + P(H)P(—}
(&) ﬁﬂrH (! {H'

7.1.6.Smaglarm takrar olunmasi

Tutaq ki, € hadisasina nazaran asih olmayan sinaq
apartlmigdir. Burada har bir hadisanin bas verma ehtimah P
sabitdir, hadisanin & dof> bas verma ehtimalim hesablayin
(0<k=n). Har hans sinaq natisasindo hadisanin bas vermasi
C n ehtimali p), C il2 is2 hadisonin bas vermamasinin (onun
ehtimali g) isara edak onda p+g=7 indi har hansi miimkiin
va mitmkiin olmayan hadisalar ardicilifimin birinin n sinag
naticasinda, C hadisasi k dafa bay verir va n-k dof> bag ver-
mamis orasaq. ogar gostarilon ardicillin C ila isara etsak,
onda asil olmayan hadisalar ardicalhig ligin

PlA)=p pp  "Paqg - q¢ai=pg

Aydindir ki, hor hans: digar ardicillifnn smaglanmin
naticasinda hadisa k dafs bas vermisdir, hamginin p*¢™* ba-
rabardir. Beloliklo, uygun hadisalerin chtimallar: hasili, an-
caq vuruglarm yerinin dayigmasila farglonir. Hadisanin &
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dafa bag vermosi ehtmah har hansi qaydada olsun P, —Id
isara orlunur v2 ehtimalin toplanmas: teoremina gira
hesablanur,

i
P, = Y P(A)=mptq"t
g=]

burada m-miimkiin ardicilhglarm sayidir.
Bu adad C-nin yerlosdirilmasi, n yerdan k-n yerlasmasidir.
Ona géra m, n elementdan k—mn yerlosmoasi C;

Belolikla asas diisturu asagiak: kimi olacagdar:
ko kon—k_ ALk ok 4

P“—C"p i _k!{n-H!mF q (12)

n va k —min boylik qiymatlorinds P,, ehtimalimi he-
sablamagdan 6tiirii Nyuton binomu va faktoriallan codval
vasitasila hesablamaq olar.

Misal. Zari bes dofo atdigda, vahid olan iizliniin li¢
dafs diigma ehtimalim hesablayin

Y .

izi ! =]j—===_n= =
Bizim halda P_Tﬁ_'q_j y ﬁ,ﬂ 5, k=3

3.3l 90 94 1 25 135
B SO = o = ags ~ 0033

7.1.7. Bernulli diisturu

Bir miirokkob hadissnin ehtimali n sinaq naticosnda
A hadisonin k dafs basg vermasi va n-k dafa bag vermamasi,
ehtimallarin vurulma qaydasina ssasan p'q™* olar.

Bels miirakkab hadisalarin say1 ¢f —gadar olar.
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Bu miirakkab hadisaler uyusmayan oldugundan eh-
timallarin toplanmasi gaydasina goéra. axtarilan ehtimal
biitin miimkiin miirokkab hadisalorin ehimallar1 comina
borabordir. Bu hadisslarin hamisimin ehtimallan barabar
oldugundan, onda axtarilan ehtimal P,(k), bir miirakkab
hadisanin ehtimalinin onlarin sayina hasilino barabardir.

Py =Ckpkg =k yaxud P"m=—k!r:i Y prq"*

Almmus bu diistur Bernulli ditsturu adlanr.

Misal: Bir sutka arzinda elektroenerji sarfi goyulmus
normam asma ehtimali 0. 75-dir. Yaxin 6 sutkamin 4 sutkas:
orzindo elektroenerjinin normam agmasi ehtimalni hesab-
layin.

Halli. Aydindir ki, elektroenerjinin normal sarfi ya-
xin 6 sutka orzinds sabitdir va p=(.75. Belalikla, enerjinin
normadan artig har sutkada sorfi sabit olub g=i1-p=J-
0.75=0.25. Onda axtarilan ehtimali Bernulli diisturu vasita-
sila hesablamaq olar:

P () =C:p4q2 - %{u.?sf (0.25)% = 0.30

7.1.8. Laplasin lokal teoremi

Bernulli diisturu vasitasila, n smaq naticasinda hadi-
sonin k dafs bag vermo ehtimalnin hesablanmasi ilo tams
olduq. Diisturun gixarilist zamam hor bir sinagda hadisanin

bas verma ehtimalimin sabit oldugunu aabul edirik.
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Bernub dilsturundan gérimdiyii kimi » —min boyiik
giymotiorinda bu diisturla hesablamag bdyiik gatinlik (Gra-
dir, bels ki, boyiik adadlor iizarinds amoliyyat aparmaq la-
71m galir.

Tabii olarag, bels bir sual meydana gixir: Bernulh
dilsturundan istifads etmodon bizi maraglandiran ehtimah
hesablamaq olmazmi? Bu suala Laplasin lokal teoremi
miisbat cavab verir. Laplasin lokal teormi asimptotik
diistur verir ki, onun vasitasila n sinag naticasind2 4 hadisa-
sinin k dofs bas verms ehtimalim taqribi hesablamag
miimkiin olur (bu sortls ki, n sinaq naticalan sayca gox
bayitk olsun). Bu teoremi isbatsiz gabul edak.

Teorem. Ogar n sinaq naticasinda A4 hadisanin k dafa
bas verirsa va har bir sinaqda hadisainin bag verma ehtimah
p-ya barabardirsa, (p£0, p#1) onda n sinaq naticasinde 4 ha-
disanin & dafa bas verma ehtimah, asagidk funksiyaya tox-
minan borabordir.

E o
J—TF

x
2

2
X
2 @(x), burada x_k-np

Jroq

givmatlari kitabin sonunda (alava-1)

mf-“:)-—f
cadval sakilnda verilmisdir. x-in manfi qiymatlon dgiin do
hamin codvaldan istifads olunur, bels ki, @(x) funksiys:
ciitdiir
pl-x)=pfx).
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Belolikla, 7 sinag naticosinda 4 hadisanin & dafa bas

verma ehtimali
! k - np
Pik)= : )}, burada x=
i Jipg
Misal. Sgar har bir smaq naticosinda ehtimal 0. 2-2,
A hadisasinin 400 sinaq naticasinda &0 dafa bas verma chn-

mahm hesablayin.
Haili. Sorto gbro n=400, k=80, p=0.2, 4=0.8

ﬁﬂﬂf‘gﬂ)gjﬁ P(x) =i-‘,i?(x)
_k-np _80-400-0.2
“Jwq 8
Cadvala gbra (alava 1) ¢(0)=0.3989
Axtarldifznuz ehtimal

={

Pyoo(80) = é 0.3989 =0.04986

7.1.9. Laplasin integral teoremi

Tutaq ki, n sinaq apanlmisdir, bunlarin har birinda
A hadisanin bag verma ehtimal sabit p barabordir (0<p</).
n sinaq zamani A hadisasinin & ,-dan kigik vo k~don bayiik
olmayan giymatlorinda basg verma ehtimahm P, (%, k.) he-
sablamaq talob olunur (& ~dan, k,-ya kimi).

Bu suala Laplasin asagidak: integral teoremi miisbat
cavab verir. Teoremi isbatsiz verak.

Teorem. ©Ogoar A hadisasinin har sinagda bas Vm12123



chtimah sabit p —barabardirsa va 0, vahiddan farglidirsa
(p#£0, p#1), onda 4 hadisasinin n sinag naticasinda k,—dan,
k—ya kimi bag vermoa ehtimal P,k k,) tagriban asagidaka
integqrala borabardir.

T
Pk k,)e——— e ‘dz (13)
(k. k; ) ,—_?Ej
k -np k_-np
burada x'=-{ =

e X

v Nnpg
Umumiyyatlo Laplasin teoremini talab edan masalo-

lorin hallind2 xiisusi cadvaldon itifads etmak tolab oluur,

a3

Z%

belo ki, [e 2 dz geyri milayyan itegral elementar funksi-

a4
Z

; § TR s
valarla ifada olunmur. ¢/x )=-J,=..< je 2 dz integrah figiin
2n
0

(caval-2 -alavada) verilmigdir. codvalda ¢¢x) funksiyasinin
x—-in miisbat giymatlari figiin va x=0 {i¢lin verilmigdir; x<0
giymatlari {igiin do hamin cadvaldan istifads olunur, ¢(x)
funksiyasimin ¢(—x)=—¢(x) tokliyl xassosindon istifada
olunur. Cadvalda inteqralin yalmz x=3 kimi qiymatlori, ve-
rilmigdir, bels ki, x>5 oldugda ¢(x)=0.5 gobul etmak olar.
¢f x) funksiyasi Laplas funksiyas: adlamir.

Laplas funksiyasimin cadvalindon istifado etmak

liglin onu asafidak: sakilda gevirak: "



1 IJ J.'* .'l".
4 i e — oy
Fri‘.fc]t-—'—je_Tdrat—‘_-IIe g7 v 1! :a‘: —Ie- d:-lﬂx"l--ﬂ
i e S Jim g Jan g Jar
Gortindiiyii kimu, asihh olmayan » sinaq nahcamnda A hadi-

sasinin k —dan, k, dafa bas verma ehtimali
P (k. ke, )= $(x")—§(x')

k. -np k,-np
burada r'=j—=r vo x'=-<
neg ;”Pq

7.2.Diskret va kasilmaz tasadiifii kamiyyatlar
7.2.1 Diskret va Kasilmaz Komiyyatlor

Tasadiifii kamiyyat elo kamiyyatlora deyilir ki, o
sinagq naticasinda, yalniz va yalniz bir giymat almis olsun, bu
giymat gabagcadan malum olmayib, gabaqcadan nazara
alina bilinmayan sabablardan asihidir.

Misal 1. 100-nafar taza dofulmus usaglar arasinda
oflanlarin say1 tosadiifii komiyyotdir, belo ki, asafidak:
miimkiin giymoatlori ala bilor. 0,1,2,....,100. Golacokda
tasadiifii komiyyatlari X, Y, Z horflari ila onlann miimkiin
giymatlorni isa x,p,z isars etmoyi sartlosak. Mas. Dgar X
tosadiifit komiyyati ic miimkiin giymot alirsa onda asafidka
kimi isars olunacaq x, x,, x;.

Diskret tasadiifit kamiyyatlar ela kamiyyatlara deyilir
ki, onlar miloyyan ehtimalla biri-birindon izols olunmus
giymoatlor almus olsunlar. Diskret tesadiifii kamiyyatlarin
miimkiin qiymatlari sonlu oldufu kimi sonsuz da ola bilar,
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1lk baxundan belo gorinir ki, diskret tosadiifii
kamiyyatlarin verilmasi Gglin onun mimkiin giymotlarini
hesabdlamag lazimdir, hagigatda i1s2 bu bela deyil: tasadiifi
kamiyyatlor eyni sayda mimkiin giymatlara malik ola bilar,
onlarin ehtimallan isa mixtalifdir. Buna géro da diskret
tasadiift. kamiyyalorin verilmasi {igiin onun miimkiin
givmatlori saymn verilmosi kifayat deyildir, bundan bagga
onlarin ehtimallarin gdstarmak lazmdir.

Diskret tasadiifii kanuyystlarin paylanmasi ganunu
dedikds, homin komiyyastlorin miimkiin giymotlori ilo
onlarin uygun ehtimallan arasindaki alags nazarda tutulur.
Bu alaga cadval sokilindoa, eloca da, analitik va grafik sakildo
verila bilar.

Cadvsl sokilinda verilmis diskret tasadiifi kamiyyat ve-
rildikdo, birinci satrda tasadiifii kamiyyatin miimiikiin qiy-
matlari, ikinci satirds is2 onlarin uygun ehtimallan yazihr:

3 A S5 PRI
P pippr - - P

Qevd etmok lazimdir ki, hadisa X=x, X=x, ....
X=x, oldugda tam grupp taskil edir, belalikle bu hadisala-
rin ehtimallar cami vahida barabardir:

pitpt - - 4p =l

Ovani olmaq figlin diskret tosadiifii kamiyyatlorin
paylanmasi1 ganunu grafik sokildo gdstarmak olar, bunun
ficiin diizbucagh koordinat sisteminda (x, p) ndéqgtalori
qurulur, sonra iss bu néqtalar diiz xatls birlagdirilir. Alinrmg
fiqur paylanma ¢oxbucagls: adlamr.
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7.2.2. Binomial paylanma

Tutag ki, » asih olmayan sinaq apanlmisdir, bunla-
nn hor birinds 4 hadisasi ya bas verir, yaxud bas vermir.
Biitlin sinaglarda hadisonin bas verma ehtimalh sabit p (bas
vermamasi etimah g=7-p) barabardir.

Diskret tesadiifii komiyyat kimi X adadilo 4 hadisa-
sinin bu siaglar naticasinda bag vermosina baxaq. X Dis-
kret tosadifi kamiyyatinin paylanma ganununu tapaq. Bu-
nun gelin X miimkiin giymatlarim va onlara uygun ehtimal-
larini tayin etmok lazamdir.

Aydindir ki, 4 hadisasi n sinaq naticasinda ya -bas
vermaya bilar, yaxud 71, 2, ... ,n dafo bas vera bilar. Belalikla
X-in miimkiin giymatlari bels olar:

x=0, x=1, x,=2,° -+ ,x..,=n

Indi X-in bu miimkiin giymatlari {iciin ehtimallan

tapmagq fi¢iin Bernulli diisturundan istifada edak:

Pfk) {.* k n=k {14]

burada (14) diisturu diskret tesadifii komiyyatlorin pay-
lanmasi qanunun analitik ifadasidir.

Bernulli diisturu ilo toyin olunmus paylanma (14)
dilsturunun birinci hissasina, Nyiiton binomunun {imumi
haddinin ayrilisi kimi baxmagq olarsa, onda
ﬂf’+¢»’ {:-.n n Cn—fpn‘—.‘q +C P‘ ri k+~~~+£‘::q"

Belaliklo ayrihgm birinci haddi isa np™'q (n-1) dofa
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tokrar olunan sinag noaticosinda ehtimalin bas vermasi va
s.., sonuncu had ¢" onu gdstarir ki, hadisa bir dofa olsa da
bag vermir.
Binomial paylanmam asagidak cadval sokilinda yazaq:
X n H"f""""‘k ,,,,, -
P p" npn-rq......['kknkq

Misal Damir pul iki dofs atilir. Onun gerb {iziiniin
diismoasini tesadiifi komiyyatin paylanma ganununu, cadval
sakilinda vazin.

Hslli. har dafa onun gerb iiziinlin diisma ehtimah

p:% , onun gerb {iziinfin diigmomasi ehtimah g = }—% :‘=£;

saklindo yazirlar. '

Pul iki dafa atildify zaman gerb Gz@, 2 yaxud I dafa
diisa bilor. Belolikle X--tosadiifi kamiyyatinin mimkiin giy-
matlari: x;=2, xy=1, x;=0,
bu miimkiin giymatlorin, Bernulli dilsturuna géra ehtimal-
larimi hesablayaq

; e
P2{2)=£§p3=(——)3 = =025

P(1)=Clpg= z-n.ézm

P =Clq’ (,b-—-i—l— .25

indi axtardigimiz paylanmamn ganununu yazaq:
X i i o
P QRSN QES
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Yoxlama: 0.25+0.50+0.25=1
7.2.3. Puasson paylanmasi

Tutag ki, n asih olmayan smaq apanhr, bunlarin har
birinds 4 hadisasinin bas verma ehtimah p-ya boprabardir.
Bu sinaglar naticasindo k dafa 4 hadisasinin bas verma eh-
timalm hesablamaq figiin Bernulli diisturundan istifads
olunuir. gar n boyiikdiirss, bu halda Laplasin assimptotik
diisturundan istifada olunur, Lakin ager ehtimal kigikdirsa
(p=01) onda bu diistur yararsizdir. Bu halda (n béyiik, p ki-
¢ik oldugda) Puassonun assimptotik diistiiriindan istifads
olunur. Belalikla, sinaglarm say: n gox béyiik oldugda va bu
sinaglarin har birinde hadisonin bagverma ehtimah ¢ox ki-
¢ik oldugda, hadisenin k& dafs basverma ehtimalim hesab-
layaqg. -
Burada np hasilinin sabit oldufunu gabul edak, yani
np=i. Bu onu géstorir ki, miixtalif sinaglar naticasinda
hadisonin  bas vermasi, n-nin miixtalif giymotlorinda
dayigmoz qalir.

Bernulli  disturundan  istifade  edorok  bizi
maraqlandiran ehtimali hesablayaq;

Pﬂm=”(”“Uf""‘?"“[”“fk.“f'i]pw_an;-

np=A oldgundan p=

A
"

. Belalikla
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P - n(n - .U{n-?L fn-k=1)] A

n-nin cox boyilkk gqiymoatlor aldifini nazora alsaq,

-k

|"}H J'
n

P (k) ovazina ;’fﬂﬂf’k) yaza bilorik. Bununla bels,

shtimalin axtardifimiz taqribi giymotini tapa hilarik:

n(n=1)(n=2)-{n=(k=1) 2 1) Ak
k! n-k n

ﬂﬁ n—k
| 1(1-2)(1-2 ) K-y

k k
i lim H—j-l"‘- fim .!G"—~—,l_'i‘f 4 L et1
ki o0 k!

P ()=

o

Belalikla, P(k)-——e

Bu diistur (n boyik) va (k kigik) giymatlari ligiin
Puasson diisturu adlamr.

Misal. Zavod bazaya 5000 adad keyfiyyath hissalor
gondarir. Yolda hissolorin zadalanma chtimal 0.0002.
Bazaya 3 zadalonmis hissonin galdiyi ehtimalini hesablayin.

Halli, Sorha gdra n=5000, p=00002, k=3
Hesablayagq.

J=np=5000- 0.0002=1

Puasson diisturuna gora axtanlan ehtimal toxminan

bu sakilda yazilir:
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7.2.4. Diskret tassadiifi komiyyatlarin
riyazi gozlomas:

Bildiyiniz kimi, paylanma qanunu tasadifi komiyyat-
lori tam xarakterizo edir. Cox vaxt paylanma ganunu az
molumatiar oldugundan onunla kifayatlonmok lazim galir.
Bozan tasadliifi komiyyatlorin camindan istifads etmoak lazim
galir. Bela adadlara kamiyatlorin adadi xarakteristikas: deyi-
lir. 9dadi xarakteristikaya riyazi gozloma anlayisim  aid
edirlor.

Umumiyyatle, riyazi gdzloma toxminon tasadiifi ko-
miyyatin orta giymatine barabardir. Bir ¢ox masalalarin hal-
linda, riyazi gdzlomani bilmak kifayatdir. Mas.: 9gar birinci
aticimn  yigdign xallanin riyazi gozlomosi ikinci aticimin
yigdign xallardan ¢oxdursa, onda birinci aticimin ikinei ati-
cidan yaxs1 atic: oldugunu gdstarir,

Diskret tasadiifi komiyyatlarin rivazi gozlomasi, onun
biitiin miimkun giymstlorinin uygun ehtimallarinin hasillari
gamina barablardir.

Tutaq ki, X tesadiifi kemiyyatix, x, - - - -, x, qiymot-
lorini, uygunolarag p,, p,,- - + * ,ppehtimallanilo alir. Onda
X tosadiifi komiyyatinin M/X) riyazi gozlomasi asafidak:
barabarlikla tayin olunur:

M(X)=xppxpit -« +xp,

Misal. X tasadiifi kamiyyotinin paylanma ganununu

bilarak, onun riyazi gézlomasini hesablayin:
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X 3 5 2
P 0.l 06 0.3
Hoalli, Axtardignzrmz riyazi gozlomo, tasadiifi kamiyya-
tin bittiin miimkiin giymatlorinin, onlarn uygun ehtimaliar
hasillari comina barabardir:
M(X)=3 0.1+5 0.6+2- 0.3=39

7.2.5. Riyazi gizlamoanin ehtimal manasmi

Tutaq ki, # sayda smag apanlmsdir, onlarn natica-

sinda x, tasadiifi kamiyyati m; dofo x; my - x,, my dals,
mtmy+- -+ - +m=nqiymatlorini ahr.
Onda biitfin giymatlorin X gabul olunmus cami
Xm0t M,

X biitiin gitmotlori figiin orta cabri giymati

e _xm + X My o XMy
n

Yaxud X= X _J,..._t —+ -*+xh-ﬂ-;$- (15)
-’%L nisbati nisbi tezliyin w, giymati x,, -"—:ri nishi tezlik w,

giymati x,va s.

X=x W, +X,W, ++ X W, (16)

Forz edok ki, sinaglarin say1 kifayat gadar goxdur.
Onda nisbi tezlik tagribon hadisonin bas verma chtimahna
taxminan barabardir.
WEPE WAPs © " T T Wi
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(16) barabarliyinds nisbi tezliklari, uygun ehtimallar-
la avaz etsak, alang:

X=xp+x,p,++x,p,
Bu taqribi naticonin sag torafi M(X). Yoni X =M(X)
Alinmis naticanin ehitimmal monast: Riyazi gézlomo

tagriban miigahids olunan tasadiifi kamiyyatiarin cabri orta
qiymatina barabardir.

7.2.6. Riyazi gozlamanin xassalari

l. Sabit komiyyatin riyazi gozlomasi Gziina bara-
bordir: MiC)=C
2. Sabit purugu riyyazi gézloma isarasi xaricina ¢i-
xarmagq olar;
M(CX)=CM(X)
Isbati. Tutaq ki, X tesadiifi komivystinin ehtimalmnin
paylanmasi ganunu verilmisdir:

Py P,
X X xz.........x

CX — tesadiifi kemiyyatinin paylanma ganununu yazaq:
CX Cx; Cx, .Cx,

P Py P; Ty
CX - tosadiifi komiyyotinin riyazi gdézlamasini
yazaq:
M(CX)=Cxp+Cxp,+ + + - +Cxp.=
=Clxptxpst - - - +xp,)==CM(X)

253



M(CX)=CM(X)

3, {ki asih olmayan tesadiifi kamiyyatin hasilimin
riyazi gdzlomasi onlarin riyazi gézlamalorinin hasilino bara-
bardi

M(XY)=M{X)M(Y)

4. 1ki tesadiifi komiyyatin caminin riyazi gézlamasi,

onlarin riyazi gozlomeleri comina baraboardir:
M(X+Y)=M(X)+ M(Y)

7.2.7. Diskret tosadiifi komiyyatlarin dispersiyast

Asanligla gdstormak olar ki, tesadifi kamiyyatlar
eyni riyazi gozlomaya malik oldugu halda miixtalif miimkiin
giymatlors malikdir.

Asapidaka iki diskret tosadiifi X va ¥ kamiyyatlarina
baxaq, onlarin paylanma ganununu:

X -0.01 001 ¥ 100 100
P 0.5 0.5 F 05 0.5
soklinds ifada edilir.

Bu kamiyyatlorin riyazi gdzlamasini hesablayaq:
M(X)=0.01- 0.5+0.01- 0.5=0
M(Y)=-100- 0.5+100- 0.5=0
Buradan goriiriik ki, hor iki kamiyyatin riyazi goz-
lamasi eyni, lakin onlarin mimkiin giymatlari miixtalifdir,
bela ki, X-in mimkiin qiymotlari riyazi gozlomaya yaxmn Y-
iso 6z riyazi gozlomasindan gox forglidir. Belalikla, tasadiifi
komiyyatin riyazi gozlomasini bilmekls, onun hansi
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miimkiin qiymotlar ala bilacoyi hagqinda miilahizo
yilriitmak olmaz, o giymatlor riyazi gbzloma atrafinda neca
sapalonir. Basqa sozlo desak, rivazi gozlomas tasadiifi ka-
miyyati xarakteriza etmir.

Bu moaqgsadls riyazi gbzlomo ila barabor digar adadi xa-
rakteristika anlayisindan istifads olunur. Mas. Riyazi goz-
loma otrafinda tasadiifi komiyystin paylanmasimin giymat-
londirilmasi {igiin, dispersiya anlayisindan istifada olunur.

7.2.8. Tasadiifi kamiyyotin onun riyazi
giizlomasindan meyli

Tutaq ki, X -tasadiifi komiyyat va M(X')- onun riyazi
gozlomasidir. Yeni tosadiifi komiyyat kimi X-M(X) fargina
baxaq.

Meyl - tasadiifi komiyyatla onun riyazi gézlomosi
arasindak farga deyilir,

Tutaqg ki, X tasadiifi kamiyystinin paylanma ganunu
malumdur:

X h T SR
P Py Pyt Py

Meyl iigiin paylanma ganununu yazaq. Bunun iigiin
agar meyl x,-M(X) giymoatini alirsa, tasadiifi kamiyyatin x,
giymatini almas: kifayatdir. Bu hadisanin ehtimal r;; Ana-
loji olaraq galan digar meyllarin giymatlari {igiin do yazmag
olar.

Belaliklo, Meyl - asapidak: paylanma ganununa tabedir:
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X-M(X) x-M(X)  xM(X)- - - x-M(X)
P Pi Pty

Meylin golacokda istifada olunacaq bir xassasini verak.
Meylin rivazi gézlomasi sifra barabardir.

7.2.9. Diskret tasadiifi komiyyatlarin dispersiyasi
va onun hesablama diisgturu

Tacritbada gox vaxt tasadifi komiyyatlorin mumkiin
giymatlorinin, onun orta giymatlori strafinda paylanmasim
giymatlandirmok lazim galir. [k baxigda elo gériina bilar ki,
sapolonmani giymatlondirmak fi¢lin onun biitin milmkin
giymotlarinin meyllerini hesablayib va sonra is2 onlarin orta
giymatlorini tapmagq kifayatdir. Lakin bels yanagma he¢ na
vermaz, bela ki, orta giymat, yani M[X-M(X)] istanilon
tosadiifi komivyst ligiin sifra barabordir. Bu xassoni biz av-
volki paraqrafda gdstarmisdik. Bu onu géstorir ki, miimkiin
meyllari onlarnn miitloq giymotlori, yaxud kvadratlan ila
avoz etmak daha moagsads uygundur. Dogrudan da,
miimkiin meyllori onlarn miitlaq giymsatlari ilo avaz etdik-
da, milrakkab va ciddi g¢atinliklar téranir. Ona gdra bagqga
yolla, yoni meylin kvadratimin orta giymatini hesablam'rlar
ki, onu da dispersiya adlandirirlar.

Diskret tosadiifi komiyyatin dispersiyasi meylin
kvadratinin riyazi gbzlamasina deyilir.

D(X)=M[X-M(X) ]
Tutaq ki, tesadiifi komiyystin paylanma ganunu
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verilmisdir:

X x) Xy= v X,
B oo By Fnil

Onda meylin kvadratinim paylanma ganunu asaf-
dalka sakilds olar:

[X-M(X)J [x,M(X)] [xrM(X)F- - - [x-M(X) [
P P Bhysu N =
Dispersiyamn torifine géra

D(X)= M[X-M(X) =[x -M(X)[’p,+
+[x~M(X) Fp+ - - +[ x-M(X)Fp,

Belalikla, dispersiyam: hesablamaq iigiin meylin
kvadratinin giymatlarini onlann ehtimallarinin uygun qiy-
matlorina vurmaq kifaystdir. Onu da geyd etmok lazimdir
ki, yuxandalk dispersiya diisturuna géra hesabladiqda, cox
miirokkob hesablamalara rast galinir. Onda naticani tez va
asan aldo etmak figlin dilsturu alacagg.

Dispersiyam hesablamaq iiglin ¢ox vaxt asagidaka
teoremdan istifalda etmak faydal olur.

Teorem. Dispersiya-tosadiifi kamiyyatin kvadratimin
riyazi giozlomesinin, onun riyazi gézlomasinin kvadrat for-
gina barabardir:

D(X)=M[X]*-[M(X) ]

isbati. M(X) riyazi g6zlomo sabit komiyyatdir,
belaliklo, 2M(riyazi gbzlomonin xassasindon diisturunu
sadologdirok istifado edoarak, dispersiya.

D(X)=M[X-M(X) P=M[X*-2XM(X)+M*(X) ]=M(X*)--

2M(X) X) va M¥(X)-da sabit kamiyyatdir. Bunu nazara alib
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va - M{X)+MAX)=M(X2)-[M(X)]2
DX )= M(X3)- [M(X)]?
Misal X tasadiiafi komiyyatinin asagidaki paylanma
ganunu veriimigdir, onun riyazi gozlomoasini hesablayin.
X 2 3 S
P 0.1 g6 03
Halli. M X) riyazhi gdzlomani hesablayaq:
M(X)=2- 0.143- 0.6+5 0.3=3.5
X? tasadiifi komiyyatinin paylanma ganununu yazagq:
X° 4 9 25
F (i g6 03
M X? )-nin rivazi gbzlomasini hesablayaq:
MiX')=4 0.]1+9 0.6+25- 0.3=13.3
M(X)=133
Axtardifnmiz dispersiya
DiX)=M[X-M(X)[’=13.3-(3.5)'=1.05
Di(X)=1.05
Ona gbra sopolonmonin Glgiisii tasadiifi komiyyatu
8lehisii ila eyni olmasi arzu olunur, bu dispersiyani yox, ort
kvadratik meyli hesablayiriar. Masalon ogor X tosadilfi ka
mivyatinin Slglisii metrladirsa, onda o(X) -do metrlo ifad:
olunacaq, D(X) isa kvadrat metrlorls ifada olunacangdir.
Mas. X tasadiifi kamiyyatin asafidak: kimi paylanm
ganunu verilmigdir:
X 2 3 10
P 0.1 0.4 05
Orta kvadratik meyli hesablamaq talab olunur. Bu
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nun G¢hn ovval X tosadiifi komiyyotinin rivazi gozlomasini
hesablayag.
M(X)=2 0.1+3 0.4+10- 0.5=6.4
X* — tosadiifi kamiyyatinin riyazi gézlamasini hesablayaq:
M(X°)=2 01+3 04+10" 05=54
Indi is2 dispersivam hesablayag:
DIX)=M(X)- [M(X)]'=54-40.96=13.04
Onda orta kvadratik meyl

o(X)=yDiX)=13.04 =3.6]
sakhinda vazihr,

7.2.10. Dispersiyamn xassalori

1. Sabit kamiyyatin dispersivas: sifra barabordir;
D(C)=0
Isbati. Dispersiyanmn tarifina asassn
D(C)=M[C-M(C) ]’
D(C)=0
Riyazi gézlomanin birinci xassasina asasan yaza bilorik:
D(C)=M{[(C-C)’]=M(0)]=0
D{CJ)=0
2. Sabit kamiyyati dispersiya xaricina gixarmaq iigiin
onu kvadrata yiksaltmak lazmdar:
D(CX)=C°D(X)
Isbani. Dispersiyamin torifina asason yaza bilarik:
D(CX)=M[CX-CM(X)]'= M[C*[X-M(X) =

=C°M[X-(X)]=C'D(X)
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Yaxud D(XC)=C'D(X)
D(CX)=C’D(X)
Xassadan aydin olur ki, agar |e|>] oldugunu nazars
alsag, onda CX mimkin giymatlori (miitlaq giymatca) X
kamiyyatindan boyiikdiir. Buradan bela naticoya galmak
olur ki, X kamiyyaitinin M (X} strafindakina nisbatan sopa-
lanmanin bu giymotlori M(CX ) riyazi gizlomasi strafinlda
boyikdilr, yani D(CX)>D(X). Bksina agor 0<|e|<] isa,
onda DCX)<D(X).
3. 1ki asih olmayan tosadiifi kamiyyatin cominin dis-
persiyasi, onlarin dispersiyalari camino barabordir.
D(X+Y)=D(X)+D(Y)
Dogrudan da, dispersiyanin hesablama diisturuna asason
D(X+Y)= M[(X+Y)]-[M-(X) ]’
Motarizolari agarag, riyazi gdzlomanin xassasindan
istifads edarak yaza bilorik:

D(X+Y)= M[(X°+2XY+Y']-
IMX)+M(Y)P=M(X)+2M(X)M(Y)+
+M(Y)-M(X)-2M(X)M(Y)-
M(Y)={Mox?) -l +
+{e¥?)-Mcv F =D(x)+ D(Y)
DiX+Y)=D(X}+D(Y)

xiisusi halda y=c¢=const olarsa, onda
D(X+Y)=D(X)
1. 1ki asth olmayan tasadiifi komiyyatin forqinin dis-
persityasi onlann dispersiyalari comitna baraboardir
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D(X-Y)=D(X)+D(Y)
Dogrudan da 3-cii xassaya gora
D(X-Y)=D(X}+D(-¥)
1-c1 xassoya gora
D(X-Y)=D{X)+(-1)D(-Y)
D(X-Y)=D(X)+D(Y)

7.2.11. Orta kvadratik meyl

Dispersivadan bagqga tasadiifi kamiyyatlarin miim-
kiin qiymotlorinin onlarin orta qiymotlari strafinda sape-
lanmasini giymatlondirmok {igiin basqa xarakteristikalar da
movcuddur. Onlardan orta kvadratik meyli gdstarmak
olar,

X’ tosadiifi kamiyyatinin orta kvadratik meyli, hamin
Komiyyatin dispersiyasimin kvadrat kékiina deyilir. '

(X )=yD(X)

Asanhqla gostormak olar ki, dispersiyanin Sl¢iisii tasadiifi
komiyyatin él¢iisiiniin kvadratina barabordir. Bels ki, orta
kvadratik meyl, dispersiyamin kvadrat kékiine borabar ol-
dugundan, onda o X )-nin &l¢iisii, X-in Sl¢iist ila eynidir,

7.3. integral funksiyas
7.3.1. Paylanmanin integral funksiyas:

Bildiyimiz kimi, diskret tosadiifi kamiyyatlarin biitiin
mimkiin giymotlori vo onlarin ehtimallar1 verilir. Tasadiifi
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kamyyatlarin bu ciir verilmasi iimumi deyil va o, kasilmaz
tasadiifi komiyyatlors totbig edilo bilmoz. Indi X tosadiifi
kamiyyatine baxaq, onun mimkiin olan biitiin giymatlari
(a.b) intervalim tam shats edir. Bu halda X tasadiifi ka-
miyvyatinin biitiin mitmkiin (hallarmi) gqiymotlormi hesab-
lamag olarmu? Aydindir ki, bu, miimkiin deyildir. BG misal
tasadiil kemiyyatlorin imumi verilma Gsulunun magsada-
uvguniugunu gostarir. Bu meqgsadla paylanmanin integral
funksiyasini daxil edirlor.

Tutaq ki, x — haqiqi adaddir. X - tosadiifi komiyyo-
tinin X -dan kigik giymatlarinds hadisonin chtimali, yani
hadisanin ehtimah X<x eldugda, F(x) -la isara edak. Ay-
dindir ki, agor x dovigirss, onda F(x) funksiyas: da doavisa-
cak, basga sozla desak, F{x), x-don asih funksiyadir.

Integral funksiyas: elo F(x) funksiyasina deyilir ki,
x-in hor bir giymatinda, X- tesadiifi kamiyyatinin x-dan ki-
¢ik ala bilacayi giymatlarin ehtimah Fix)=P(X<x) olsun.

Hoandasi olarag bu o demakdir ki, Fyx) ela ehtimal-
dir ki, tasadiifi komiyyatin alacag qiymatlar adad oxu {iza-
rinda X-dan solda yerlogmis olsun. Indi kasilmoz tasadilfi
kamiyyatin daqiq tarifini vera bilorik: agar paylanmamn in-
tegral funksiyas: F{x) kasilmaz va differensiallanandirsa, o
zaman tasadiifi komiyyat kosilmoz adlanir.

7.3.2. Inteqral funksiyasmm xassalari
1. inteqral funksiyanin qiymotlori [0;1] parca-

sina daxildir:
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O<F(x )<l

2. F(x) inteqral funksiya azalmayan funksiva-
dir, yam x.>x, olduqda, Fx,)=F(x;)

3 Tasadifi kosmiyyatin fa:6) intervalinda ala
bilacoyl qiymotlorin ehtimali, integral funksivanin bu inter-
valda artimina borabardir:

Plasx<b)=F(b)-F(a)

Misal. X tesadiifi kamiyyatinin inteqral funksiyas:

verilmisdir:

{2, x=-]
Fix)= ix+i, -l<x<3
4 4
] x>3

X tosadiifi komiyyatini sinaq noticasindo aldigi qiy-
matlarin (0.2) intervalina diismo ehtimalini hesablayin.
P{0<x<2)=F(2}-F(0)
(0;2) intervalinda garta géra

F(x)zvj;-r-l--f;-

’ 1 1 1 1 /
ond F(2)-Fr0)=|=-2+=|=|=.0 _}:_.
i (% rJL‘ +4}L +4,2

Belalikla, P(ﬂ-:xqz;:é'-

4. Kasilmaz X tosadiifi kamiyyatinin valmz bir
qiymet alma chtimali sifra barabardir. _

5. Ogor X  kosilmoz tosadiifi kamivyatinin
milmkiin giymotlori (a,b) intervalinda yerlasirsa, onda

asafndak: borabarlik do dogrudur;
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1) F(x)=0 x<a olduqda
2) F(x)=1 x>I oldugqda
6. Sgar tasadiifi kamiyystin miimkiin giymatlori
biitlin X oxu boyunca yerlasmisdirss, onda  |jyy F(x) =0,

X=9—00

lim F(x)=1.borabarliyi dogrudur.

X=»00

7.3.3. Integral funksiyamn qrafiki

Inteqral funksiyanin yuxandak: xassslari, onun gra-
fikinin na gakilds oldugunun syani géstorilmasina imkan
VErir.

Umumiyyatls, grafik y=0 va y=/ xatlari arasinda
mahdudlasir (1-c1 Xxassa). Fix)

Tasadiifi
komiyyatin mimkiin

biitiin qiymatlarinda, — >
fab) intervalinda x Sakil 7.1
artdiqea, grafik yuxariya
dogru galxir (2-ci xassa).

X<a olduqda, qrafikin ordinati sifra barabardir, x>6
olduglda isa grafikin ordinati vahida barabardir
(3-cii xassa).

Kasilmaz tosadiifi kamiyystin integral funksiyasinin
grafiki sokilda gostorildiyi kimidir.
(Sakil 7.1)



7.4, Kasilmoz tasadiifi komiyyatin ehtimalinin
paylanmasimin differensial funksiysi

Yuxanda biz kosilmoz tasadiifli komiyyalin integral
funksiyas: vasitosila ifads olunmasi ilo tanis oldug. Kasilmaz
tasadiifi kamiyyatin bu sakilda verilmosi yegana iisul deyil.
Kasilmoz tasadiifi komiyyati, hameinin ehtimalin paylanma-
simn differensial funksiyasindan istifads etmoklo do vermok
olar.

Paylanmamn differensial funksiyasi F{x)-integral
funksivamn birinci tartib téramasina deyilir.

fix)=Ftx)

Verilmig torifdon gériindityil kimi, integral funksiya

differensial funksimn ibtidai funksiyasidir.

7.4.1. Differensial funksiyamn xassalari
1. Differensial funksiya manfi deyil:

f(x=0
Umumiyyatls, funksiya

azalan deyil, yani onun ;e s
toromasi F'(x)= f(x) ﬁ
I
b

Saokil 7.2

Fix)

manfi deyil, handasi
olarag bu onu gdstorir
ki, differensial funksiya-
ya aid olan néqta ya x oxundan yuxarda, yaxud da ham ox

0l a
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izarinda yerlosir. Qeyd edak ki, differensial funksiyammn
jrafikini paylanma ayrisi adlandirirlar.

2. (-;oc) sarhadlorinda differensial funksiyasimin
jevri maxsusi in-teqrah vahida barabordir:

o0
[f(xdde=1

—a
Misal. Tosadiifi komiyyatin paylanmasiun differen-
sial funksiyas: agsagdaki barabarlikla verilmigdir:

ftx)=

X =%

e’ +e
a — sabil kamiyyatini tapmali.

oo
Differensial funksiya [f(xJix=1 sortini 6domalidir.

—n

o | —mi'r—"=1 ddonmalidir. Buradan _ !
—we +e " ]n de
ef4+e *

asapdak: geyri-miloyyan integralimi hesablayin.

x

= dx e

[t

e W™ - 8 4]

® g A € edyx
| = lim 5 3
fias ~oe F+e' borope™+l ca00e" +1

t2 A

= lim {'ﬂmfgéb )+ lim l—ﬂ’f-'fgﬂ'r )=
b—sm o0
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Bebliklo, axtardipimuz parametr a= ; == funksiya, diffe-
2

rensial funksivanin ibtidai funksiyasidir. Onu da geyd ct-

[t

moak lazimdir ki, diskret kamiyyatlorin ehtimallariun pay-
lanmasinda differensial funksiyadan istifada etmak olmaz.

7.4.2. Kasilmoaz tasadiifi kamiyyatin verilmis intervala
diisma ehtimah

Differensial funksiyam bilorak, tasadiifi kamiyyatin
verilmis intervala diisma ehtimalim hesablamaq olar. He-
sablama asagidak: tleorems asason aparilir,

X kasilmaz tosadiifi komiyyatinin giymatlarinin (a,b)
intervalina diisma ehtimali, differensial fiunksivanin ( ¢-dan
b-ya kimi) miloyyan inteqralina barabardir:

b
Pla<x<b)= [f(x)dx

a

Bildiyimiz kimi,
Pla<x<b)=F(b)-F(a)

Nyuton-Leybnic diisturuna gora

b b
Fb)—F(@)= [Fiiskx = [ fiokdx
(7} a

h
Belalikla, Plasx<b)= [f(x)dx

a
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F{b)— Fla)= Pla = x < b) onda alanq

b
Plasx<b)= [f(x)dx

a

Handasi olaraq ahinmis naticani asafidak kimi aras-
dirmaq olar.

Kasilmoaz tosadiifi komiyyatin giyvmatlorinin {a,b) in-
tervalina diisma ehtimal x -oxu, f{x) oyrisi va x=a, x=b
xatlori ila shats olunmus ayri xatli trapesin sahasina bora-
bardir.

Masalan. X tesadiifi komiyyatinin differensial fun-
ksiyast:

0 x<Q
fix)=42x; f<xsli
a; x>/

X tasadiifi komiyyatinin (0.5;/) intervalina disma
ehtimaluu hesablayin;

|
P0S<x<l)=2 [xde=x2|L . =1-025=0.75
s 0.5

7.4.3. Kasilmoaz tasadiifi kamiyyatlorin
adadi xarakteristikasi

Tutag ki, X kasilmoz tesadiifi kamiyyatinin f7x) dif-

ferensial funksiyasi venilmigdir. Farz edsk ki, X tasadifi
komiyyatinin biitin miimkiin giymstlari fa,b/ pargasina
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daxildir. Bu parcam # elementar Ax, Ax, .., Ax, pargala-
rina ayiraq, onlardan har birinda ixtiyari x; noqtasini goti-
ek (i=1,2....n).

Kasilmaz tesadiifi kamiyystin rivazi gozlomoasini, dis-
kret tasadiifi kamiyyatlora anoloji olaraq, onun miimkiin
giymatlarinin x, Ax, pargasina diigon qivmoatlarinin hasilinin
eamina barabar (f(x/} Ax) oldugundan 3 x f(x jdx, bolgi
giymatlorinin an boyiliyiiniin boyunu (Ax,) sifra yaxinlas-
dirmagla limita kegsak, agafidak: miiayyan inteqrah alang:

]xfrx Jdx

X kosilmaz tosadiifi komiyyastinin riyazi gozlamosi —
onun miimkiin giymatlarinin {a,b) pargasinlda yerlagmasini
miiayyan inteqral adlandirirlar:

M(X )= [af (x)d

Jgar miimkiin giymatlar biltiin ¥ oxu boyunca yer-

logirsa, onda M(X )= jxj'(.r Jdx formasinda yazihir.

—a

Qeyri-maxsusi inteqrahin miitlag vifildig farz olunur,

o
yani J-|x| o {.r)|ab:. Ogar bu sart ddonilmazsa, integralin

giymoti agaf sarhaddin -oo yuxan sarhaddin +eo yaxilasma
stiratinden asili olacag,
Diskret tesadiifi komiyystin dispersiyasina analoji
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olarag, kesilmoz tasadifi kamivyatin dispersiyasini da tayin
etmak olar.

Kosilmaz tosadiifi komiyyatin dispersiyast, onun
meylinin kvadratinin rivazi gézlomasina deyilir.

Ogar X tasadiifi komiyyatinin mimkiin qiymatlari
ja.b] parcasina daxildirss, onda

b
Dix) = ;I: [x — MR fre)eix

Jdgar tesadiifi kemiyyatin miimkiin giymatlori X oxu
boyunca paylanirsa, onda onun dispersiyasi

D)= [[x—MeoF fidx
Kasilmoz tasadiifi kamiyyatinin orta kvadratik meyl,

diskret tosadiifi komiyyatlorin dispersiyasim hesablanma-
sina analoji olaraq aparilir.

7.4.4. Normal paylanma

Kasilmaz tesadiifi komiyystin normal paylanmas;,
differensial funksiva vasitasila ifada olunur:

fr-a)

— ! Iﬂj
fx)= ;:E?;E

Gortindiiyll kimi, normal paylanma iki a va ¢ para-
metrlori ila tayin olunur: normal paylanmam yazmagq ficiin,
bu iki parametrin verilmasi kifayatdir. Burada a - rivaz

gozlomani, o - normal paylanmanin orta kvadratik meylini
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ifada edir. Bunu asagidak: kimi gostarak.
a) Kasilmaz tasadifi kamuyyatin riyazi gézlamasinin

x—al

Ixe- 207 gy asag-

{
o2 2

torifins gbéra M(X)= J‘xfmdx=

S x—a
daki kimi avazlomo aparsaq, z= . Buradan x=oz+a:

dx=adz nteqrallama sarhadlorinin avvalki giymatlarinin
oldugunu nozara alsaq,

2 i

M :T.." T _?&ET" T Tt biioy

X) = _{(az-r—a)e — = ;[m +JE_£E
Bunlardan birinci toplanan sifra barabardir (glinki

integralalti funksiya tok funksiyadir). Tkinci toplanan isa

2
Z

a-ya (Puasson integrali J'e 2 dz=+2r ). Belalikla z=x—ﬂﬂ )

yani normal paylanmanin riyazi gdzlomasi a- ya barabardir.
b) Kosilmaz tosadiifi kamiyyatin dispersiyasinin tari-
fina péra va M(X ) oldugunu noazara ahb, yaza bilarik:

fx-aS

Dm:—{—- J'(xaaj‘?e 20’ dx
ovam

x—a :
=a— avozlomosi aparsag, buradan x-g=oz,

dx=odz. Yen inteqrahn sarhadlorinin avvalki giymatlara
barabor oldugunu nazara alsaq:
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2
z

MX)=—2Z ?Z-Ze_-’dz

a2

Bu inteqral hissa-hisso inteqrallasaq;
Fd

u=z; dv= Ze_ 2 avazloma aparsaq alang;
D(X)=0?
Belolikla, orXx)=JD(X)=0o

Normal paylanmanm orta kvadratik meyli ¢ para-
metrina barabardir.

7.4.5. Normal ayri

Normal paylanmanin differensial funksiyasinin gra-
fikino normal oayri (Qauss ayrisi) deyilir. Differensial hesab

_@-a

e 2  fun-
a’2n

iisullarindan istifads edorak y"=-

ksiyasim aragdiraq.
1. Aydmmdir ki,

funksiya biitiin adad oxu :
boyunca tayin olunur. '
2. xin bBidin |

0

: : : :
giymatlorinda  funksiya Sokil 7.3

miisbat qiymoatlar  alir,

yani normal ayri x oxundan yuxanda yerlagir.
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3. x geyri-mohdud artdigda (miitlaq giymatcs) fun-
ksiyanin limiti sifra barabordir. fim y =0, yani xoxu
[x}—>c]

graflikin iifigi assimptotudur.

4. Funksiyanin ekstremumunu arasdirag. Bunun
tglin birinci tortib téromoni tapaq: Aydindirr ki, x=a
oldugda, y'=0, ¥'>0, x<a, y' <0, x>a

Belalikls, x=g oldugda maksimum giymat alinir ki. o

i ;
—————=3a borabordir.
g+ 2m

3. (x-a) farqi funksiyanin analitik ifadasinda kvadra-
i ilo daxil olur, bu o demokdir ki, funksiyamin qrafiki x=a
diiz xottina nazaran simmetrikdir.

6. Funksiyanin ayilma ndqtolarina gérs arasdiragq.
Bunun figiin ikinei tortib térameni tapag:

x—af

i ] 242 (x—a)
P=u " =
a2 |t 2e*

Aydindir ki, x=a+e va x=a-o olduqda, ikinci tartib
toroma sifra borabardir. Bu néqtalordon kegdikds isa, o 154a-

rasini doyigir (har iki négtads funksiyanin giymoti -2

|
o2

; . . !
barabordir). Belalikla, grafikin (a-o, va (a+te,
4 4:|r‘?«||.|l'2':l'i:ji

) ndqtalori ayilma ndqtalari adlanirlar (sok.3)

i

a?J2r
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7.4.6. Parametriorin normal paylanma
ayrisinin formasma tasiri

Umumiyysatla, @ va ¢ parametrlorinin normal ayrinin
verlasmasi va onun saklinin dayismasing tasirini arasdirag.

Bildiyimiz
kimi. fix} va f{x-a) e,
funksivasy eym sakilli |
gqrafiks malikdir; bela
ki, fix) funksiyasimn
qrafiki »ox oxunun 'I |
miisbat istigamatinds s
a>0 oldugqda, a gadar
striigmils olur, yaxud
oxun manfi istigame-
tinda @<0 oldurqda, a gadar siirtismiis olur, bu halda fyx-a
funksiyasinin grafikini aloug olang. Buradan bela naticaya
galmak olur ki, a parametrinin dayismasi (rivazi gdzlama)
doyigmir, ancag onun X oxu boyunca a>( olduqda saga,
a<() oldugda isa sola siirli§iir. o parametrinin dayismasi ilo
(orta kvadratik meyl) doyisma basqga ciir bas vermis olur.
Bundan avvalki paragrafda goéstorildiyi kimi, differensial
funksiyanin normal paylanmasimin maksimum giymoti

! ___ barabardir.

o’ 2x
Buradan gdriiniir ki, # artdigca normal & ayrisinin
ordinati azalir, ayrinin &zil 152 ox oXuna sixlir; o azaldigda

|

g=7.5

o
Sakil 7.4
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12 normal ayri, ¥ -nin miisbat istigamatds uzanir.

Onu da geyd etmak lazimdir ki, a v» o parametrlari-
nin istanilan giymatinda, normal ayri va ox oxu ily mahdud-
lagan saha vahida barabardir (differensial funksiyamn ikinci
xassasi). 4-cii gakilda a=0 va o -nin mixtalif giymoatlarinda
normal ayri verilmigdir. Bu sokil ayani olaraq o -nin giyma-
tnin dayigmasi il normal ayrinin neca dayigdiyini gdstarir,

5

g 4

Qeyd edak ki, a=0 va o= normal ayni ¢@(x)= =
T

normallagmis ayri adlanir.
8. RIYAZI STATISTIKANIN ELEMENTLORI

Kiilli migdarda tasadiifi komiyyatlorin  ganuna-
uygunluglan statistik malumatlann Gyranilmasing asaslamr.
Riyzi statistikanin garsismda duran biringi masala - agar
malumatlar (miigahidalarin naticoliri) ¢oxdursa, onlarin
qruplagdinlmast  va  wyigimasindan  ibaratdir. Riyazi
statistikanm  ikinci mosalosi isa statisik mslumatlann,
tadgigatin moagsadindan asih olarag analiz  dsullarim
mitoyynlasdirmakdan ibaratdir. Elmin va texnikamin irali
sirdityli bir swa mosololorin  hollinds riyazi statistika
isullarindan  genis istifad> olunur (mes.: texnoloji
proseslorin dilzgiin tagkili, daha somarali planlasdiriimas:
Va.8.).

Belalikla, riyazi  statistkamn  2sas  masalosi

275



malumatlarin toplanmas: iigiin veni {isullarn hazirlanmasi
va statistik molumatlar arasdinlmasi. elmi va praktik:
naticalar olds etmokdon ibaratdir.

8.1. Bas va secma yinim

Tutag ki, komiyyat va keyfiyyat alamoatlarina géra har
hansi bir bircins obyektin xiisusiyyatlorini dyronmak lazim-
dir. Masolon agar hor hansi hissalor yifimu vardirsa, onda
keyfiyvat alamoati kimi homin hissalorin standarta uyfun
olmasi, kamiyyat alamati is3 onlann élgiileri gétiiriila bilor.

Umumiyyatls, bas yiim - els obyektlar yifimina
deyilir ki, ondan segma apariimig olsun.

Seemo wifimi, vaxud sadaco, tasadiifi gbtiirdilmiis
obyektlor yinrmna deyilir. Yifimin hacr (segma va bas
segma), bu obyektin yifimlan sayina deyilir. Masalon agar
1000 hissadan yoxlamaq fgiin /00 hissa gotirilmiigdiirsa,
onda bas wvifiiun hsemi N=/000, segcmanin yifim iso
n=100-diir.

Umumiyyatla, secmani apardigda masalayo iki ‘ciir
yanasmag olar:

1) Obyekt gotiiriildilkdan v2 onun fizorinda
miigahidalor aparildigdan sonra, o, ya bag yifama qaytarila
bilar ya da gaytarilmaya bilar. Bu halda segcmoani takrar olu-
nan va takrar olunmayana ayirirlar, Tokrar secmoa elo seg-
moya deyilir ki, gétiiriilmiig obyekt bas yifima gaytaninus
olsun. (névbati segmaya gadar).
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2) Tokrar olunmayan segma ela segmaya deyilir
ki, gétirilmiis obekt bag yifuma qaytarilmamis olsun. Tac-
ritbado adoton an gox tarar olunmayan segmodon istifads
olunur.

Umumiyyatla, miixtalif ciir segmoa fisullarindan isti-
fada olunur, Bu segma fisullanim iki qrupa bélmak olar:

1. Bu segma, bas yifaru hissalors ayirma talob el-
mir; bunlara asafidakilar aiddirlar:

a) sads tasadiifi takrar olunmayan segmsa;

b) sada tasadiifi takrar olunan segma.

2. Bu segmods bas yiinu ayirirlar, bunlara agagida-
kalar aiddirlar:

a) tipik se¢ma;

b) mexaniki segma;

¢) Seriyah segma.

Sado tasadiifi segma elo segmaya deyilir ki,biitiin bas
yifimda obekt bir-bir gétiiriilmiis olsun.

Tipik segmo elo secmoya deyilir ki, obekt biitiin bas
yifimdan deyil, onun «tipik» hissslorindan gétiiriiliir.

Mos: oagar hissalar bir nega dozgahda hazirlanirsa,
secmo biitiin bas yiimdan deyil, hor bir dazgahin ayriligda
hazirladigi mohsuldan gétiiriiliir. Mexaniki segma elo seg-
maya deyilir ki, bag segma yifim «mexaniki» olaraq ela
gruplara boliniir ki, homin obektlar segmaya daxil olsunlar,
hamin gruplarin hor birindan bir obekt gotiiriiliar. Mas: agar
dazgahin hazirladig hissalarin 20% gétiiriilditkds, onda har
bes hissadon biri gotiriilii; ogor 5% gétiiriiliirmasi talob

277



olunursa onda har iyirmi hissadan biri gotiiriliir.
Seriyall secmo elo secmoya deyilir ki, bas yifumdan
bir-bir deyil, «seriyalarla» biitévlikds arasdirma apanhr.

8.1.2. Se¢monin statistik paylanmasi

Tutaq ki, bas yifimda segma aparihb, bela ki, xm,
dafa miisahida olunub, x.1, dafd, xun, dafa ¥ n=n-segmonin
hacmidir. Miisahida etdiyimiz x, giymatleni variantlar, vari-
antlarin artma gaydas: ilo yaziligina isa — variasiya sirasi
deyilir. Miigahidalorin saymna tezliklor, onlann segmonin
hacmina olan ninbating i1sa n/m=w, — nisbi tezlik deyilir.

Segmeanin statistik paylanmasi — variantlarin va onla-
ra uygun tezliklarinin, yaxud misbi tezliklorin sayma deyilir.

Statistik paylanma intervallar ardiilhiin va uygun
tezliklar saklinda verila bilar.

Onu da qeyd etmok lazimdir ki, ehtimal nazariyys-
sinda paylanma dedikda tasadiifi kamiyystin miimkiin giy-
moatlerinin va onlann ehtimallann arasindak: alago basa
dilgitlitr. Riyazi statistikada i1s> miisahida variantlan va on-
larin tezliklari, yaxud nisbi tezliklori arasindaki alaga Gyra-

Masalan.: Tutaq ki, segma hocminin lezlivinin
paylanmas ganunu verilmigdir: n=20
% 2 6 12

n 3 10 7
nisbi tezliyin paylanmasim yazin,
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Hoalli. Nishi tezliklori tazaq:
w,=320=0.15, w,=10/20=0.5, w,=7/20=0,35
Nisbi tezliyin pavlanmasin yazaq:
X 2 6 i2
W, 475 7 R %
Yoxlama: 0,15+0,5+0,35=1]

8.1.3. Paylanmamn empirik funksiyas:

Tutaq ki, komiyyat slamatlorine gora X, statistik pay-
lanmanm tezliyi malumdur. Asafidak: kimi igaralar gabul
edak.

nx- milgahidalorin sayi, bela ki, slamatlarin say1 x az
olaraq misahids olunur, n- {imumi miisahidslorin say
(secmanin hocmi).

Aydindir ki, hadisalorin nisbi tezliyi X<x=n/n olar. 9gar x
dayisorsa, onda nisbi tezlik da dayigmis olacagdir, yani nisbi
tezhik n/n-x dayisonin funksiyasi olacaqdir. Bu funksiya
tacritbadan tapildif tglin, onu empirik adlandinrlar.

Paylanmanin empirik funksiyasi (segmanin erﬁpirik
funksiyasi) ela F'{x) funksiyasina deyilir ki, x-in hor bir
giymati {iglin hocminin nisbi tezliyi X<x. Toarifs géra
F*(x)=n/n, burada n- x-dsn kigik variantlarin sayi, n —
secmoanin hacmi. :

Belalikla, F*{x, -1 tapmaqdan &trii x, —dan ki(;ii: va-
riantlarin sayim, segmanin hacmina bélmok lazimdir

F*(x,) =n/n
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Segmanin paylanmasinin  empirik funksivasindan
fargli olarag, bas yiimuin integral funksiyasina Fix) pay-
lanmanin nazari funksivas: deyilic. Empirik vs nazari fun-
ksiyalarin arasindaki farq ondan ibaratdir ki, nazari Fix)
funksiyas1 X<x oldugda ehtimal F*/x) empirik funksiyas
is2 bu hadisanin nisbi tezliyini tayin edir. Bernulli teoremin-
don aydin olur ki, X<x hadisasinin, yoni F*(x) ehtimala
gora F(x) ehtimahna yaxinlasir. Bagqa sozlo desak, F*(x)
va F(x) adadlari bir-birindan az farglanirlar. Buradan pay-
lanmanim empirik funksiyasindan, nozari funksiyanin bas
yigimun tagribi hesablanmasinda istifade olunur. Bunu
onunla izah etmak olur ki, F*{x) funksiyasi, F(x) funksiy-
asimn butiin xassalorini 6dayir. Dogrudan da F*(x) fun-
ksiyasimn torifindon onun asafidak: xassalari ¢ixar:

1) Empirik funksivanin giymotlari [0,/] pargasma
daxildir;

1) F*{x) - [unksiyasi azalmayan funksiyadir;

2) Ogor x~ an kigik variantdirsa, x,<x oldugda
F¥(x)=0,

Dgar x, — an boyiik variantdirsa, onda x>x, oldugda
F*(x)=I olur.

Belalikla, se¢manin paylanmasinin empirik funksiya-
sim1 giymotlondirmoaya imkan verir.

Misal. Se¢gmanin paylanmasimin asagidaki malumat-
larina gora empirik funksiyam qurun:

Variantlar x; 2 6 [0

Tezlikloar n, 12 18 30
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Halli. Segmonin hacmini tapag 12+/8+30=6(.
on kigik variant 2-ya borabordir, yoni F*¥/x ) =0, x<2,
12 daofa miigahido olunub, bagqa sdzla F*(x)=12/60=0.2,
2<x<6 oldugda .,
X<10  giymatinda,
yeni x,=2 va x,=6, f Pa=—ios
12+18=30 dafa mii- :
sahida olunub. .
Belslikls - 3 :
F*(x)=30/60=0.5, Gl Hniit s s tts
fi<x=<I0
X=10 >n boyiik variant oldugundan, onda x>10 olduqda
F*(x)=1 olar.
Axtardifimiz empirik funksiya
0, x=2 oldugda,
02, Z<x<6 oldugda,

0.5, 6<x<10 oldugda,
L, x>10  oldugqda,

E ]
F (x)=

Bu funksiyanin grafiki gokil —1- da géstarilmisdir.
8.1.4. Poligon va histogramma

Oyami olmaq moqsadils statistik paylanmamn
milxtolif grafiklari, xiisusilo poligon va histogram qurulur.
Tezliyin poligonu elo simiq xatt pargasina deyilir ki,
(x,0,), (x3n)..(x;,m ) ndgtalarini birlasdirmis olsun.
Tezliyin poligonunu qurmagq {igiin absis oxu {izarin-
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da x, variantlan, ordinat oxu izerinda 152 uygun tezliklor #,
yazilir. (x,n,) noqtalarini diiz xatt pargalan ils birlasdirarak
tezliyin poligonu alimr.
Nisbi tezliyin poligonu els simig xatte deyilir ki,
(xw,), (x,w,), ..., (x,w,) noqtalorini birlagdirmis olsun.
Nishi tezliyin poligonunu qurmagdan Strii absis oxu iiza-
rinda x; variantlarini, ordinat oxu {izarinda 1ss onlara uygun
nishi tezliklari w, qururlar. (x,w,) nogtalarini diiz xatt par-
c¢asi ila birlagdirarak nisbi tezliyin poligonunu alarng, Umu-
miyyatla alamatlarin kasilmaz hal ti¢iin poligonu gurulrhas
daha magsade uygundur. Sakil 2 nisbi tezliyin paylanmasi-
min poligonu verilmigdir.
Bu paylanma: X £8 EBS5 S5 it
w0l b2 04 43

Tezliyin histogrammasi ela pillovari fiqura deyilir ki,
oturacaf intervalin k& uzun-
lugu hiindirlayia iss n/m
nishatina (tezlivin sixhifh)
diizbucaqn sahasina deyi-
lir. Tezliyin histogramm

qurmaq iigiin absisoxuiiza- ¢ 1 2 3 4 5 6 7 &
rinda intervalin hissalarini, Sokil 8.2
onlarn  Ustiinds iso absis
oxuna paralel n/h mosafasinda parcalar kegirilir. i-ci
diizbucaqh hissasinin sahasi h.n./h=n, i-c1 intervalin tezliklar
comina borabardir. Belaliklo tezliyin histogramumn sahasi,
biitiin tezliklarin comina barabardir, basga sozlo desak
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da x, variantlari, ordinat oxu tizarinda 152 uygun tezliklor »,
yazilir. (x,n,) ndgtalorini diiz xatt pargalan ilo birlogdirarak
tezlivin poligonu alnr.
Nishi tezliyin poligonu els simg xotts dewyilir ki,
(xw;), (xWs), ... {x,w,) nogtalarimi birlosdirmis olsun.
Nisbi tezliyin poligonunu gurmagdan 6tril absis oxu iizo-
rinda x, variantlarm, ordinat oxu {izerinda 1sa onlara uygun
nishi tezliklori w, qururlar. (x,w,;) nogtalarini diiz xatt par-
cas: ila birlogdirarak nisbi tezliyin poligonunu alariq. Umu-
miyyatla slamatlarin kasilmaz hali iigiin poligonu gqurulmas:
daha magsads uygundur. Sokil 2 nisbi tezliyin paylanmasi-
nin poligonu verilmigdir.
Bu paylanma: X 15 35 55 725
w 0! 02 04 03

Tezliyin histogrammas: ela pillavan figura deyilir ki,
oturacag intervalin A uzun-
lugu hiindiicliyii isa #n/k
nisbotina  (tezlivin  sixhif)
diizbucaqin sahasina deyi- /\
lir. Tezliyin histogramm

v i i i i L 'l i lrx
qurmaq Ggiin absisoxuiza- 0 1 2 3 ¢ 5 6 7 &8

rinda intervahn hissalarini, Sokil 8.2
onlarin tstiinds 155 absis

oxuna paralel n/h mosafosinda pargalar kegirilir. j-ci
diizbucagh hissasinin sahasi h.n./h=n, i-ci intervalin tezliklor
comina barabardir. Belaliklo tezliyin histogramumin sahasi,
biitiin tezliklarin comins barabardir, basqa soézle desak
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biitiin nisbi tezliklorin camina barabardir.
8.1.5. Paylanma parametriarinin statistik giymatlondirilmasi

Tutag ki, bas yifim kamuyyat slamatlorina gora
giymotlondirmok lazimdir, Farz edok ki, nazari cahatdon hor
hans1 paylanma alamatlarinin oldugu mitayyan olunmusdur.
Tabii olaraq bu paylanmanin parametrlarinin qiymatlandi-
rilmasi masalasi meydana ¢ixar. Mas. 9gar qabaqgcadan bag
vifunda paylanma slamsti normal oldugu mslumdursa, on-
da rivazi gozloms vo orta kvadratik meyli giymatlandirmok
zaruridir, bels ki, bu iki parametr normal paylanmant tam
tayin edir. Dgor alamat asas verir ki, paylanma Puasson pay-
lanmasina gdradir onda bu paydanmam xarakteriza edan A
parametrinin giymatlandirilmosi zoruridir.

Umumiyyatla, tadgigatgimin ssrancaminda yalmz
segma molumatlarr olur, Mas. Komiyyat alamatlan x,
X300 X 1t SINAq noticosinds ahinmigdir. Bu moalumatlar asa-
sinda parametrlor giymatlondirilmalidir. x, x, ..,x,, asi
olmayan tasadiiffi X, X,....X, komiyyatlorino baxaraq, de-
mak olar ki, nazari parametrlorin machullanin statistik qiy-
matlondirilmesi — milsahids olunan tasadifi kamiyyatin
funksivasim tapmagdan ibaratdir ki, lagribi olarag giymat-
landirilan parametri verir.

Umumiyyatls normal paylanmanin riyazi gézlomasi-
ni giymatlondirmak {i¢iin sinaglann misgahido giymatlorinin
orta cabri giymatindan istifads olunur.
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A Ko+ X

H

X=

Nozari paylanmanin machul parametrini statistik
gqiymatlondirilmasine milsahide olunan tasadidfi kamiyvatmn
funksiyas: deyilir.

8.1.6. Bas orta

Tutaq ki, diskret bas yimim X komiyyatlorinin
alamatlorine gbra Gyranilir.

Bas orta X, - bas yiinun alamatlorinin cobri orta
giymotino deyilir. Ogor haocmi N olan, biitiin giymatlori
X, X5, Xy bag yifum slamatlari tiglin forglidirss, onda

X, = X, +X;+.. X,
N

Ogar X, X,...,X; alamatlori uygun olaraq N,N,....N,
tezliklaro malikdirsa, bela ki, N,+N,+...+N =N
N, +x N, +...+ 2N,

N
Bag orta olamatin g¢okisinin uyfun tezliklarinin orta

Onda X, =

¢akisinin giymatina barabardir. Tutaq ki, hacmi N olan bas
yiim miixtalif slamotlara géra X, x,x.....x - 2 barabardir.
Farz edak ki, bu wifimdan tosadiiffon bir obekt
gotiirlilmiigdiir. Gotiiriilmiis obektin x; slamati olma ehti-
mali J/N —dir. Bu ehtimalla har hansi digar istanilan obekt
gotiiriile bilor. Belalikla slamotin giymatina X tasadiifi-ka-

miyyatin miimkiin qiymatlori x,x,...,x, eyni bir ehtimala
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1/N malikdirlar.
M{X) riyazi gézlomasim hesablayaq:

/ ! /
M(X)= x,_§+ :vc::,_§+..,+:n:_,,r.,F =

. x,+x3;...+xw %

Ogor tadqig etdiyimiz bas yigumin X alamating
tesadiifi komiyyat kirm baxsaq, onda riyazi gdzlamanin
alamati bas orta alamatina barabar olar:

M(X) = X,

Bu naticaya, bag yifimin obyektlorinin miixtalif giy-
matlor aldifa naticoya galmisdik. Bas yifam fi¢iin alinms na-
ticoni {imumilesdirmis olsag, X slamotinin kasilmoz pay-
lanmas: {iglin bas ortam tayin edirik va bu halda riyaz goz-

lomanin alamati: X, = M(X) olar. Bas yiginu X komiyyat
alamotlarini dyranmakdan 6trii, n hacmindan segma aparilir.
Secma orta

¥ _X +X; Hoabx

X

n
Ogar x,X,....x, alamatlori uypun olaraq, n, n,...n,
tezliklorini alirlarsa (n,+ n, +...+n,=n) onda

7 < PX Hx b A X,

£

n

Y

yaxud y - =L yonisegma orta ¢aki giymatina barabardir.
n 15
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$.1.7. Bas va se¢ma dispersiya

Bag yimmun kamiyyat alamatiari olan X giymatlarinin
onun orta gqiymoti astrafinda (sopalanmasini) xarakteriza et-
moak iiglin —bas dispersiyva anlayisindan istifada olunur.

Bas dispersiva D, cabri orta giymatlari alamatlarinin
onun orta giymatindan meylinin kvadratina deyilir.

Ogar biitlin x, x,..x, giymatlori, slamatlari N
hacml bas yigamdan farglidirsa, onda

ful
Zf‘xa i Eb )2
D = =7
N
Ogor, X,X...,.X; alamatleri uygun olarag N, N, ...,
N, tezliklorini alirlarsa, burada N, + N, +...+N,=N onda
&
LN -5 )
bag dispersiya D, = —"-——f—-—— yani bas dispersiva mey-
lin orta ¢akili kvadratinin gakilorlo giymatino barabardir.
Bas orta kvadratik meyl - Bag dispersivamin kvadra-

tik kokiina deyilir:
o, =D,

Miisahida olunan giymatlarin kamiyyatca onun X or-
ta qiymoti atrafinda sapolonmasini xarakterizo etmak ii;t;i]n
segma dispersiva anlayisindan istifada olunur,

Segma dispersiya D, —miigahida olunan alamatlorin giy-
matlarinin orta giymatinin meyli kvadratlarina barabardir.
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Ogar hacmi # olan segmada x, x,... x, segma alamati
givmotlori miixtalifdirsa, onda

S, -%,)

D =x
i n
Ogor Xi,X2,..Xn 2lamotlori qiymatlori uygun olarag
tezliklori n, n, ... n, qiymatlari alarsa, belaki,
H,+n,t,.. +n,=n), onda
nl rx.' o “E.\ ji‘
R L S
| n

Belalikla, segma dispersiya orta kvadratik meylin ¢a-
kilarla uygun tezliklari hasilina barabardir.

Segmo orta kvadratik meyl - segmo dispersiyasi mey-
linin kvadrat kdkiina barabardir.

o=
8.1.8 Dispersiyamin hesablama diisturu

Se¢moa vaxud bas dispersivam hesablamagdan otrii
asafidaki teoremdan istifads olunur.

Teorem. Dispersiya-alamatin orta qiymati kvadrat-
min, imumi orta giymatinin kvadrati farqins barabardir.-

Isban. teoremin isbati asafdak: gevrilisdan alimr
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Zn{x —f} ZH(Tr-.?II+|I |) z
2% EL"f-+| %[’ Lﬂ P +fE =% |7

Yoni p=% |5’
Burada ¥= Zn,x, ¥ = 2n
" n

Misal. Verilmig agafndak: paylanmaya gora disper-
sivam hesablayin
A1 2 3
N 20 15 10 5
_201+215+310+4.5_100

- i
A 2011541045 50

sr 207 +152° 4103 +54"
50 ‘

D=%" |5 =5-22=1

alamatin orta giymetinin kvadratim tapag.

8.2. Korrelyasiya nazariyyasinin elementlari.
Funrsional, statistik va korrelyasiya asihhifn

Bir ¢cox masalalarin hollinda Y tosadiifi komiyyatinin
bir va ya bir nego komiyyat arasindak: slagani giymatlan-
dirmak lazim galir. Y tosadiifi komiyyatinin bir dayisandan
X-dan asihilifina baxaq.

ki tosadiifi kamiyyat bir - biri ila funksional yaxud
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statistik alagoli ola bilor. Ciddi funksional asihhiq nadir hal-
larda verilir, bels ki, bu kamiyyoatlarin har ikisi, yaxud biriss
tasadiifi amillarin tasiri altinda ola bilar. Bu halda statistik
asihilig meydana ¢oar. Masalon:
Dgar Y va X asagdaki amillardon asihdirsa
Y O A
X ZyZio Uy Uy
Onda ¥ va X arasinda statistik asilhihg méveuddur,
bela ki, tasadiifi amillor arasinda, fimumilari vardir ki, on-
larda Z, Z,—don ibaratdir. Statistik asihihg el asihiliga deyi-
lir ki, kamiyyatlorin birinin doyigmasi, digarinin paylanma-
simi dayigdirir. Xiisusi halda statistik asihhgda, kamiyyatla-
rin birinin dayigmasi, digarinin orta giymatini dayisdirir. Bu
halda statistik asilihg korrelyasiya asihihig adlanir.

8.2.1. Sarti orta. Korrelyasiya asililif

Korrelyasiya asihh@mn torifini doqiglosdirmak {iciin,
sarti orta anlayisimi verak. Tutaq ki, ¥ tasadiifi komiyyati ilo
X komiyyati arasinda alagoni dyranmok talob olunur. Bels
ki, X-in har bir giymatina garsi Y-in bir ne¢a giymati uygun
galir. Masalon: x,=2 olduqda Y asafidaki qiymatlori alir:
¥;=5, ¥,=6, y;=10. Bu alamatlorin adadi orta qiymotini ta-
pag:

Vi, I+6+10 _

3
Y, -adadi, sarti orta qiymat adlamir. Y-in {izorindaki
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xatl orta cabri giyvmat oldugunu, 2- baxdifimiz giymatlsrin
x,=2 uygun oldugunu gostarir.

Y, sorti orta X=x qiymotlori ii¢lin ¥ —in giymatlari-
nin cabri ortasina deyihr.

Dgar x-in har bir giymatina, garti ortanin bir giymati
uygun galirsa, onda aydindir ki, sorti orta x-dan asih fun-
ksiyadir; bu halda ¥ tasadiifi kamiyyati X-dan korrelyasiva
asithdir.

¥, =Jx (1)

¥Y-in X-don korrelyasiya asithhifi sorti ortanin ¥, x-
don asihh@ima deyilir.

(1) tonliyi ¥-in X-a reqressiva tanliyl deyilir; f7x)
funksiyas: ¥ -in X-o regressiva funksivasi, onun grafiki iss
Y-in X-2 regressiya xatli adlamir. Analoji olarag X, sorti

orta giymatlor Gigiin, X-in ¥-a korrelyasiya asihhifn toyin ol-
nur. §ortl orta Y=y giymatino uygun olan X-cabri orta giy-
motina deyilir. X-in Y-don korrelyasiya asihlif, sarti orta
X, -in y-don asihna deyilirva agafidak: kimi yazilir

X, =p(y) (2)

(2) tanliyina X-in ¥-o regressiya tonliyi deyilir, ¢/v)

funksiyaya iso X-in Y-2 reqressiya funksiyas: deyilir. Umu-

miyyatlo, korrelyasiya nazariyyasi qarsisinda asasan asaf-
daki iki asas masale durur:

1. Korrelyasiya slagasinin saklini miiayyanlasdirak.

Yoani, reqressiya funksivasinin saklini (xatti, kvadratik, Gstlii
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va s.). Bir cox hallarda regressiya funksivasi xatti olur. 9gar
har iki reqressiva funksivalan ffx) vo ¢(u) xattidirsa, onda
korrelyasiya asihibfin xatti; aks halda isa geyri- xatti adlanir.
Aydindir ki, xatti korrelyasiya zaman: har iki regressiya xal-
lari diiz xotdan ibarat olur.

2. Korrelyasiya alagasinin sixhifim (giciinit) qiymat-
londirmak, ¥-in X-o korrelasiya slagasinin sixhigs Y-in 3,
sarti orta gqiymali atrafinda sapalonmasini giymatlandirmak-
dan ibaratdir. Boyiik sopalonma ¥-in X-don zaif asth olmasa,
yaxud asii olmamasi slamatidir. Kigik sapalanma 1sa kifayat
gadar giiclii asthhiga isaradir. Ola bilar ki, ¥ va X arasinda
funksional alags moveuddur,

8.2.3. Regressiya diiz xatt tanliyinin
parametrlarinin tapilmasi

Tutaq ki, komiyyat alamatlori X va Y-2 gbra xotti
korrelyasiya alagasi méveuddur. Bu halda har iki regressiya
xatti diiz xatt olacaqdir.

Farz edak ki, tonlikleri axtarmaq Gigiin n sayda asih
olmayan sinaq aparlmsdir, bu sinaglarin naticasinda n-ciit
odad almmugdsr: (x,y,), (X5¥2), .o (X000

Miigahida naticasinda alinmus  bu ciit adadlara bas
vifimdan, tesadiifi segilmis biitin tesadifi kamiyyatlarin
(X,U), onun bu giymoatlara géro tapilmis giymatlarina va
tonliklorini se¢ma adlandirirlar.

Miiayyanlik ficiin ¥-in X-5 secmo reqressiva tan]iyizr;i2



axtaraq. Tutaqg ki, X slamatinin miixtalif x giymatlari va on-
lara uygun olan Y alamatinin y-givmotlori horasi bir dafs
miisahida olunmugdur. Aydindur ki, alinmis moalumatlan
gruplasdimaga ehtiyac yoxdur. Hamginin sarti orta giymat-
don do stifade etmaya ehtiyac yoxdur, ona gora axtarilan
tonliyi
¥, =kc+b

bela do yazmaq olar Y=kx+b

Y-in X-2 regressiya tanliyinin bucag amsalna, ¥-in
X-2 reqressiya amsah deyilir vo p,.-1o isara olunur.

Belaliklo, Y-in X-a reqressiya dilz xattini asafdak
sokildo axtaracagiq

Y=p, x+b (3)

2,, va b parametrlorini elo segok ki, miisahida natica-
sinde XOY mistovisinde qurulmus (x,y,). [(x,y./
e (X,¥,) nogtalor mitmkiin gadar (1) diz xatti tizarinda
yerlagmis olsunlar.

Bu tolobin asas magsadini daqgiglagdirsk.

Yy, (i=1L2..n) fargini meyl adlandiraq.

Burada, Y-y, mitsahido qiymoatina gora va (1) diistu-
ru il hesablanmis ordinatlardir. y-miisahida noticasinds
alinan ordnatdir (x-yo uygun).

£y va b parametrlorini el segak ki, meylin kvadrau
minimum olsun. Har bir meyl axtardifimiz parametrlardan
asih oldugu fgiin, meylin kvadratlar cami F, bu parametr-
lardan asil funksiyadir.
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Fip,,.b)=Y (Y, -y, ), yaxud
=/

Fip,.. b= pr}wx e

f=f
Bu funksivanin minimum giymatimi tapmagdan
éiril, onun p,, va b parametrlorina nazoran xfisusi téramala-
rini tapib sifira boarabar edirik: p,, va b-ya nozoran iki xatts
tanliklar sistemini alarig

o zzi’pﬁx +b-y )Vx =0

ap_u: i)
aF ]

=2) (pyxi+b=y,) =0
ab =)

Elementar omaliyyatlardan sonra, p,, vo b-ya nazaran
iki xatti tanliklar sistemini alanq:
(Zf}mﬂ“(zx)ﬁixy (4)
(Z x}pﬁr +nb= Z ¥

Bu tanliklar sistemini hall edarok axtadifimuz para-

metrlari tapariq:
_n -3y FXYy-YELW
nyx' =(Y %)’ ny x =5

Analoji olaraq X-in ¥Y-2 segma reqressiya tonliyinin
parametrlorini tapmagq olar. Onda segma reqressiya diiz xat-
timin tanlivi asafndak: gakilds olar:

X, =p,y+e
Burada, p,,- X in Y-o segmoa reqressiya smsahdir.
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Misal. n=5 misahidamn naticasino ¥-in X-2 regres-
sivanmn segmia diiz xoll tonliyin tapmn
X- LA0 150 360 450 560
Y: 125 140 150 L7535 Z2%
Ba giymatiors gdia cadval 1 guroiur.

caefval {

x, TR X,

I IRES L0 1350

a1 I 4t 225 2

360 T 1507V ebb | 4o

438 LS 20.25 £875

500 I 225 25,00 11.250
Sx=F5.00| Xp=815 |Ex’=57.50| Bxxr=26.97%

(3) disturuna gora axianlan parametrian, cadvaldon
islifade edorak hesablaya bilerik.
5.26975-}5-8.15
RN Y 0T
57.50-8.15- 15-26.95
= 6250
Oada regressiyanin axtanlan tonliy
¥Y=0.202x +1.024 saklinda olar.
¥-nin no darocads (3) dilsturu vasitosits vaxs hesab-
lammtasyn ve misahids noticasinda v, uyfun  olmasmm
milayyan etmak iiglin ¥i—y; meylini tapmaq lazsmdir, Hesab-
lamamn noficolari cadval 2-ds verilnrgdir.

=0 202,

b

=1.024
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cadval 2

x; Y, Yi Yoy,
106 1226 125 -0, 024
I.50 1,327 I.40 0,073
3,00 1,630 1,50 0,130
4,50 1,933 L75 0083
500 | 2034 | 225 -0.216

Cadvaldan gériindiiyil kimi, biitiin meyllar o gadar
da kigik deyildir. Bunu miisahidalorin az elmas ilo 1zah et-
mak olar.

8.2.4. Qruplasoms malumatlara gora reqressiyanin segilmis
tanlivinin parametrlarinin axtarilmasi

Bundan avvalki paragrafda ¥-in X-o reqressiya diiz
Xattinin parametrlorinin toyini iglin asagidaka to nliklor sis-
temi almmugda:

{rix’}m T fz-ﬂ'b = z;\:} (7

(Y %, b=y

X-in har bir giymatina Y-in bir giymatinin uyfun galmosini
gobul etmigdik. Indi forz edok ki, goxlu sayda molumatlar
ahnmsdir, onlar arasinda takrar olunanlar vardir, bundan
basga onlar korrelyasiya cadvali soklinda gruplasdirihblar.
(3) diisturunu ela yazaq ki, o korrelyasiva cadvalinin malu-
matlarnm aks etdirmis olsun. Onda;
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¥ X = AF, f:ﬁ

L

2 ¥= *3—2‘5
E"F -, B "Z—

Sxp=tn, Xy [(x.y}- citimin #,r - dafs milgahida
olunpssmnn sayuhr. Bo glymatlori (7} sisteminindo vering
yazaag ve sado gevirmaler apardigden sonra alang

{{iﬁijﬁp +(uEth “Z“n xF
(¥lp, +b= ¥

Bu sisteini hell edorak o, vo b parametitopinl tapib,

axtanlon tenliyi agafdaks sokilds vaza bilarik
Fr = FPaX o

(5! tanliyindoo & i fapaq: b=F—-g X bu giymati

¥, =#,, 5+b tonliyinds yazsaq alarg
¥.—F=p a3} (%

7 =lif" =e,” olduBunn nozare almagla regressiva

amsali fapag:

G E e e 4
lﬂ.ﬂ = _El'l } ™ - 5 o

heraborlivinin her ik torafini mda kasring vorsag, abonus
ifadonin sad torafind 5- bwmmkwmum&mmmn
seems amsal adlandwag:

i8)

297



ﬁmﬁ,—f =T
£ =N04a,
Bu ifadonip sag weolinin giviesting (93 basabarhy o
vizsgq, ¥-in X0 reqressiya diiz xatiingn tonliyini agbrdaks
sakcibely alarig

a
s R
Aznnlon olareg X-in Yo reqressiya xoilh Ugim alang:
g,

&y

¥ -r=ny-¥ =5

§.2.5. Oyrixatli korrelyasiyvamm sads hallary

gor y, = fixh x, =pdd

Funksivalarmup qrafiklari 2w xatlardivsa, enda bu
korrelvasiya svrixath Kopreyasiya adianw. Masolan. F-in -2
regressiya fanksivas: agagrdaky sokillarda daha ¢ox tasadif
olunuy. .

¥, = ay’ whr-e ki darasali parebolk

¥, ~ax’ 4bx? 4+ ev & d -iglinedt doracoli parabolik

P, = sz b-harmonik korrelyasiva

Umnmiyyotle, ayiiafli korrellyasiya nezasiyyasi, ey-
m ila xatti Kerretyastya nozeriyyosioin kol etdiyi measolalor!
hall edir ikomelyasiya olagasinin saklind vo sixhm).
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Regresstyn fanhyoun mashul parametriart an kicik
kvadratiar Gauln il axtarlarag tapr. Dyrixath korrelyas
siyanm sihim giymotlondirmek Giglin segms korrelyasiya
nishotindan istifads clunur. Daha oyam obragq mogsad il2
ikinei dorocalt parabelik ayri xadli korrelyasiyar: atrafl na-
zardon kegirak. Onn da eeyd edok ki, p-sayea mligahida no-
tieolort, ki doracali parabolik kerrclyastyanm oldufuna
asas veriv. Bu hakda ¥-in X-a vegmo reqressiva tonfivi agag-
dak: sokikls clar:

¥, =4x" + Bx+ C C100
burada 4 8. C- mochul smsallardirfar, '

or kigik kvadratlar isulundan istifade edorak, mae-
hu! amsallan tapmagdan 6t asagidake xotti tonliklor sis-
temin algng:

£ mx' M+ (3 n st JB+ (Y na"JO=3 mpa’;
DTN TR WX A on;.ﬂCh E%Frﬁ‘ (11}
(EE 5 M +iEE UB v 0k = En B,

Bu sisiemi hall etdikdan sonra tapdifimma 4,8, € pa-
rametriarinin givmotharing (191 fanlivinda varh naticodn ax-
tariban reqresiya tonliyini alang.

Misal. Y- X

¥, =4 4 Be+C

Sakilli segmo reqressiya tonliyi cadval 3-do verifmiy

regressiya givmatboring géro yazio
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Cadval 3

H 1 F | 11| 12 | W
6 ] 7 = | b
- —t+ - —
X - I g | Io
om, I T 8 | pmip
¥r 6 673 | 75 |
Caddval 4

X [ | e [rx ]| | axT | e ] e [y ey
FREEAR AR AN & | 8 | #& | 48 | 4@
~F 7 73673767 30,05 | 43 03| 437|357 | 344 3 3657
73| 0|75 |68 12951 1555|1866 |57.50| &F | 07,38

50| - |55 60896748\ 74933323 3733|413 ¢

Bu sisteni hall edarsk A=L94 B=29% C=I jo0

qiymatlrini abrg. Onda axtanlan reqressiya tonliyi saklin-
da olar.

P =194% + 2985+ 110
Asanhgia gistormak olar ki, bu tanlikla besablanms
gorki orta giymet, korrdyasiys cdvalinde verilmis sorti qfy-
metindan az frglanir, Masslen, ¥, =6, tonliyl ile
¥, =090 L 298+ [ FG=6.07
Belalikle, goriindiiy® kimi ahpous tonlik migahida
natiealari s vaxs: uzlaser.

ofsl = :}%ﬁ Funksiyasmin qiymothari cadvali
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